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ABSTRACT: During the last times there has been an increasing in-
terest by physicists and mathematicians in the study of problems
allowing to understand biological questions. On the other hand, pro-
gress in experimental techniques are making possible to obtain a
huge amound of information about the mechanisms used by cells. In
this article some mathematical research lines whose study has been
motivated by biological problems are described.
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Durante la ultima década se han incrementado considera-
blemente las interacciones entre biélogos y matematicos.
El nimero de participantes en las reuniones cientificas
dedicadas a la biologia teorica o a biologia matematica ha
crecido exponencialmente durante los ultimos afos.

Existen varias razones que explican el enorme desarrollo
que ha experimentado en los ultimos afios este area de
investigacion. Posiblemente la mas importante sea el
gran desarrollo que han experimentado las técnicas ex-
perimentales que se aplican en la biologia durante las
Ultimas décadas. En el ultimo medio siglo se ha logrado
desentrafiar la estructura detallada de numerosas "maqui-
nas biologicas”. En la actualidad resulta también posible
sequir con un considerable grado de detalle la dinamica
de numerosas biomoléculas que juegan un papel esencial
en los organismos vivientes. Por otra parte se ha obte-
nido el genoma completo de varios organismos y se esta
comenzando a obtener una gran cantidad de informacion
cuantitativa sobre numerosos sistemas moleculares de la
biologia.
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ARE WE IN THE TIMES OF
THEORETICAL BIOLOGY?

RESUMEN: Durante los ultimos afios ha habido un creciente interés
por parte de fisicos y matematicos en el estudio de problemas que
surgen al tratar de comprender cuestiones de biologia. Por otra
parte los avances en las técnicas experimentales estan permitiendo
obtener una gran cantidad de informacién sobre los mecanismos que
emplean las células en su funcionamiento. En este articulo se des-
criben algunas lineas de investigacion en matematicas cuyo estudio
ha sido motivado por el estudio de problemas biolégicos.

PALABRAS CLAVE: Biologia tedrica; estocasticidad; formacion de
patrones; modelos cinéticos.

Esta explosion de datos experimentales ha despertado un
gran interés entre numerosos fisicos y matematicos. Es-
tas comunidades cientificas Ilevan empleando sofisticadas
herramientas matematicas desde hace generaciones y son
conscientes de lo mucho que dichas técnicas han con-
tribuido para mejorar la comprension que tenemos en la
actualidad de los problemas fisicos y quimicos. Muchas
de las leyes fundamentales de estas ciencias no pueden ni
siquiera formularse sin emplear un lenguaje matematico
bastante sofisticado. ;/Podria haber nuevas leyes cientificas,
que estan aln por descubrir y a las que sélo se podria ac-
ceder repensando los problemas biologicos con la precision
y el grado de formalizacion que emplean habitualmente los
cientificos que trabajan en las ciencias exactas?

En las siguientes paginas se describiran algunas pocas areas
concretas en las que fisicos y matematicos estan tratando
de emplear su forma de abordar los problemas para tratar
de comprender mejor los problemas bioldgicos. Estas areas
no son ni muchos menos las unicas. En la actualidad hay
una enorme cantidad de investigadores, procedentes de
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casi todas las especialidades de las matematicas que estan
repensando numerosos problemas biolégicos. Tampoco to-
das las areas de la biologia que estan interaccionando en la
actualidad con las matematicas son las que se mencionan
en este articulo. El tipo de cuestiones que se mencionaran
son principalmente el tipo de problemas que estan inter-
esando a matematicos vy fisicos habituados a trabajar con
ecuaciones diferenciales.

1. LA RELACION ENTRE BIOLOGIA Y MATEMATICAS ES
BASTANTE MAS ANTIGUA DE LO QUE A VECES SE
DICE...

La relacion entre las matematicas y la biologia no es nueva
en absoluto. Tampoco lo es el area de conocimiento que se
suele denominar Biologia Tedrica. Es interesante observar
que E. Schrodinger ya se preguntaba en 1944 si para com-
prender sistemas bioldgicos bastaria con emplear las leyes
fisicas descubiertas hasta entonces o si seria necesario
hallar nuevas leyes que fuesen aplicables a sistemas que
tienen la peculiar organizacion que tienen los atomos y
moléculas de los sistemas biologicos. Como también ob-
servaba E. Schrodinger las leyes y reqularidades de la fisica
se han obtenido en numerosos casos estudiando materiales
inorganicos cuya estructura es completamente distinta de
la de los sistemas bioldgicos (cf. [26]).

El estudio de problemas bioldgicos estimuld y promovio el
descubrimiento de muchas de las leyes fundamentales de
la Mecanica. Esto incluye algunas de las primeras investi-
gaciones sobre resistencia de materiales, el estudio de los
flujos viscosos en tubos o el principio de conservacion de
la energia (cf. [14]).

Por ejemplo, Galileo formulé algunos argumentos de anali-
sis dimensional en los que mostraba que las dimensiones
de los organismos bioldgicos no pueden crecer de forma
arbitraria debido a los limites impuestos por la resistencia
de los materiales de los que estan formados los seres
Vivos.

Es llamativo que existan conexiones entre la biologia y la
teoria de numeros. Leonardo da Vinci o Goethe se interesa-
ron por el problema de la filotaxis, es decir, en el estudio
de la disposicion geométrica de las algunas estructuras de
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las plantas, tales como ramas, semillas y otras semejantes.
Hace siglos que se observo que en muchas plantas dichas
estructuras se situan en ciertos puntos que estan conte-
nidos en unas curvas espirales, y que el numero de dichas
curvas, que puede variar de unas partes de la planta a
otras, en muchas plantas es un numero de la sucesion de
Fibonacci {1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89...}. Estas espirales
son particularmente visibles, por ejemplo en los girasoles
o en las pifias. Una explicacion convincente de este feno-
meno se ha obtenido muy recientemente (cf. [10]). Los
autores de este trabajo demostraron que la sucesion de
Fibonacci aparece espontaneamente en algunos sistemas
dinamicos que simulan la forma en la que se situan, por
ejemplo, las semillas de las plantas. Mas aun, dichos au-
tores obtuvieron sistemas puramente mecanicos, sin rel-
acion ninguna con la biologia en las que un conjunto de
gotas fluidas se situaban en estructuras espirales analogas
a las observadas en las plantas.

Una recopilacion de muchas de las investigaciones re-
alizadas hasta el primer tercio del siglo XX tratando de
explicar las reqularidades bioldgicas con ayuda de argu-
mentos matematicos se puede encontrar en el famoso
libro [8]. Algunos de los muchos problemas que se estudian
en dicho libro son, por ejemplo, el estudio de las formas de
algunos organismos sencillos (y pequefios) en los que las
fuerzas de tension superficial juegan un papel dominante,
la descripcion de las formas espirales que aparecen en
numerosos organismos tales como los moluscos, la com-
paracion de las diferentes teorias postuladas para explicar
la formacion de las colmenas de las abejas. En este inter-
esante ejemplo se forman estructuras con una simetria
hexagonal global que aparece a partir de la interaccion
de una gran cantidad de dinamicas individuales que por si
mismas no darian lugar a dicha simetria. En [8] se estudia
también el empaquetamiento 6ptimo de células individu-
ales sometidas a fuerzas de presion externa, etc., la ley de
Murray que describe la ley de potencias a la que deben de
ajustarse los radios de las arterias y capilares para obtener
la maxima eficiencia en el transporte del flujo sanguineo
en los animales, etc.

El libro [8] es una interesante muestra de la gran canti-
dad de problemas bioldgicos que habian sido estudiados
usando matematicas ya en el siglo XIX y comienzos del
XX. Una gran parte del libro examina el efecto que tienen
las leyes de la mecanica en las formas de los organismos
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bioldgicos. No es por ello casual que el area de la biologia
en donde posiblemente existe un mayor grado de matema-
tizacién sea la biomecanica, un tema al que me referiré
con mas detalle posteriormente.

Hay otras muchas areas de biologia que han tenido inter-
acciones relevantes con la matematica en el pasado. En
particular, no ha sido inusual que el estudio de problemas
matematicos motivados por la biologia haya producido
progresos relevantes en matematicas. El estudio de la
genética de poblaciones estuvo en el origen muchos im-
portantes avances en estadistica obtenidos por R. A. Fisher.
El estudio de la dinamica de poblaciones ha producido in-
teresantes avances en la teoria de ecuaciones diferenciales
ordinarias. A. M. Turing descubrié una famosa inestabilidad
que lleva su nombre (cf. [29]) que puede tener lugar en los
sistemas de ecuaciones diferenciales que describen reac-
ciones quimicas combinadas con procesos de difusion tal
y como sucede frecuentemente en sistemas bioldgicos. El
estudio del sistema de ecuaciones formulado por Hodking-
Huxley para describir la propagacion de seiales quimicas
y eléctricas en el axon del calamar gigante ha dado lugar
al desarrollo de diferentes técnicas para el estudio de
ecuaciones en derivadas parciales...

2. EstocasTicipAD: PROCESOS CON POCAS MOLECULAS

Numerosos procesos bioldgicos tienen lugar en regiones de
dimensiones tan pequeiias que los efectos de las moléculas
individuales juegan un papel esencial.

Consideremos por ejemplo el caso de E. coli. Esta bacteria
es uno de los "organismos modelo” que han sido estudiados
por los bidlogos con gran detalle. En particular, un proceso
biologico para el que se puede obtener informacion a
partir del estudio de este organismo es el de la movilidad
celular.

La bacteria E. coli se mueve mediante la propulsion que le
suministra un conjunto de flagelos (entre 4 y 10) situados
en la parte posterior de la célula. Entender la forma detal-
lada en la que el movimiento flagelar produce la fuerza
de propulsion que mueve a la bacteria es una cuestion
interesante de mecanica de fluidos que ha recibido una
considerable atencion en el pasado y que fue resuelta hace
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varias décadas. Un aspecto esencial de este problema es
que, debido a la pequefiez de la bacteria, su movimiento
tiene lugar a numeros de Reynolds muy pequefos, o di-
cho en términos menos técnicos, las fuerzas de viscosidad
del fluido son mucho mas importantes que la inercia del
movimiento. Resultados clasicos de mecanica de fluidos,
que pueden encontrarse en los libros de texto, establecen
que la fuerza de friccion, cuando el numero de Reynolds
es muy pequefo, es proporcional a la velocidad, y es mayor
para un cilindro que se mueve perpendicularmente a su
eje que para un cilindro que se mueve paralelamente a su
eje. Cuando los flagelos producen el desplazamiento de la
bacteria tienen una forma aproximadamente helicoidal en
la parte posterior de la bacteria, y realizan un movimiento
de rotacion en torno al eje de dicha hélice. Es facil ver
que en ese movimiento los flagelos no se mueven con
relacion al fluido ni paralelamente ni perpendicularmente
a su eje, sino con una combinacién de ambos movimien-
tos. La diferencia de fuerzas de friccion para estos tipos
de movimiento que fue mencionada anteriormente tiene
como consecuencia que la fuerza neta experimentada
por el flagelo no sea opuesta al movimiento de rotacion
del flagelo, sino que tiene una componente adicional en
la direccion hacia la que esta orientada la célula. Dicha
componente adicional es la que proporciona la propulsion
celular. Una descripcion mas detallada de este mecanismo
se encuentra en [5], [30].

El efecto de la estocasticidad que se mencionaba en el ti-
tulo de esta seccion no aparece, sin embargo, en el estudio
de la propulsién mediante flagelos, que es un problema
que puede estudiarse en gran parte mediante las ecua-
ciones clasicas de la mecanica de fluidos, sino en otra
parte del problema, concretamente en la deteccion de las
sefiales que indican a la célula la direccion hacia la que
debe moverse. Los flagelos tienen dos formas distintas
de moverse. Puede ocurrir que todos los flagelos roten
de forma coordinada, o por el contrario puede suceder
que los flagelos se muevan de forma independendiente
y descoordinada. En el primer caso, la célula se mueve
en forma aproximadamente rectilinea y se suele decir
que la bacteria "corre” En el segundo caso la bacteria
se mueve de forma esencialmente aleatoria, sin ninguna
orientacion definida y se suele decir que "da tumbos". El
que la bacteria se mueva de una u otra forma depende del
grado de ocupacion de unos receptores quimicos situados
en la superficie de la célula. Dichos receptores miden la
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concentracion externa a la célula de ciertas sustancias
quimicas que la bacteria necesita para sobrevivir. La mas
estudiada de estas sustancias se denomina aspartato. Es
precisamente en este proceso de medicion donde apare-
cen los efectos de estocasticidad. En efecto, las bacterias
de E. coli son muy pequefas (su longitud es de 2 x 107
cm) y por ello el numero de receptores no es demasiado
grande, a lo sumo de unos pocos centenares. La bacteria
tiene tendencia a moverse hacia las regiones con mayor
concentracion de aspartato y para ello la estrategia que
sigue es la de incrementar el nimero de “carreras” frente
a "tumbos” cuando percibe que los receptores incrementan
su grado de ocupacion. Sin embargo, debido a la pequefez
del numero de receptores, el grado de ocupacion de los
receptores no es una variable determinista, sino una vari-
able aleatoria, en la que las fluctuaciones en torno al valor
medio no son despreciables. Esta estocasticidad se manifi-
esta en el hecho de que muchas de las variables que harian
falta para describir la dinamica de las bacterias de E. coli,
como por ejemplo la distancia recorrida en cada “carrera”
o la duracion de las mismas, son variables aleatorias.

Esta estocasticidad, inherente a la dinamica de numerosos
organismos, es bastante habitual en los procesos bioldgi-
cos y se debe a las pequefias dimensiones de estos siste-
mas. El mundo en que viven muchos de estos organismos
no es un mundo determinista, newtoniano, que pueda
describirse mediante ecuaciones diferenciales. Por el con-
trario, las bacterias y muchas otras estructuras bioldgicas
han aprendido a usar la aleatoriedad para sobrevivir. Desde
el punto de vista del matematico esto plantea interesantes
cuestiones y retos a la hora de obtener modelos y describir
la dindmica de estos organismos.

Aunque las ecuaciones de los procesos estocasticos que
rigen la quimica de sistemas con un numero reducido de
moléculas se conocen desde hace bastante tiempo (cf.
[16]), la descripcion de las soluciones de dichas ecuaciones,
sobre todo en sistemas que contienen un gran numero de
especies moléculares distintas es un reto matematico de
gran envergadura que presenta considerables dificultades
tanto desde el punto de vista analitico como numérico. El
estudio de las propiedades matematicas de los procesos es-
tocasticos que describen reacciones quimicas que involu-
cran a una cantidad pequefia de moléculas es uno de los
temas que esta experimentando un importante desarrollo
en la actualidad (cf. [11], [12]).
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3. CALcuLO DE PROPIEDADES EFECTIVAS DE SISTEMAS
BIOLOGICOS FORMADOS POR NUMEROSAS PIEZAS
SIMILARES

Son innumerables las estructuras bioldgicas que estan for-
madas por un elemento que se repite un gran numero de
veces, pero en donde la estructura actua de forma colec-
tiva mediante la accion coordinada de las diferentes piezas
individuales. Piénsese por ejemplo en los estomas de las
hojas de las plantas, los conos y bastones que actuan como
receptores de la luz en la retina, la estructura celular de los
tejidos, los cilios que propulsan a muchas células...

Durante los ultimos cincuenta afios los matematicos han
desarrollado un conjunto de técnicas para estudiar el com-
portamiento colectivo de sistemas formados por multi-
ples piezas individuales que se conocen con el nombre
de métodos de homogenizacion. Dichos métodos se han
aplicado con éxito en el estudio de las propiedades de
medios materiales, y recientemente han comenzado a ser
usados en el estudio de alguno de los sistemas bioldgicos
mencionados arriba (cf. [3]).

Un ejemplo de sistema bioldgico que puede estudiarse
empleando las ideas de la teoria de homogenizacion, que
es particularmente atractivo por varias razones, es el es-
tudio de la forma en la que los receptores de una célula
capturan una sustancia quimica. Es bastante frecuente
que una célula que precisa obtener un tipo especifico de
molécula que se encuentra distribuida en su entorno dis-
ponga de un conjunto de receptores, que tipicamente son
otra molécula o un grupo molecular, y que tienen una gran
afinidad quimica por la molécula que se pretende capturar.
¢Cual es la disposicion y el numero 6ptimo de receptores
que permiten atrapar la sustancia quimica externa de la
forma mas eficaz posible? La respuesta a este problema tal
y como esta planteado seria la de recubrir toda la superfi-
cie celular de receptores, pero en ese caso quedaria poco
espacio para otras estructuras. ¢Es posible conseguir un
grado de eficiencia razonable en la captura de sustancias
externas sin recubrir toda la superficie celular? La solucion
de este problema puede encontrarse en [5] en donde se
estudia esta cuestion suponiendo que la célula es esférica.
La geometria no esférica puede estudiarse de forma similar,
incrementando algo las dificultades técnicas, pero no el
resultado esencial. El analisis de [5] llega a una conclusion
interesante. Supongamos que el radio de la célula es Ry
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que el tamafio de cada receptor es a. Tipicamente a es
mucho menor que R. Supongamos también que se tienen
N receptores en la superficie de la célula. En principio
podria pensarse que para conseguir que la captura de la
sustancia externa ocurra con la misma rapidez con la que
sucederia si toda la superficie externa estuviese llena de
receptores haria falta que una fraccion importante del
area de la célula estuviese llena de receptores, es decir
que se tuviese

N(%)Z ~ 1.

Lo sorprendente, es que dicha tasa optima de captura
puede obtenerse con un numero mucho menor de recep-
tores, concretamente si

N(g)=1 0

La razon por la que sucede esto es porque antes de ser
capturada por los receptores las moléculas de la sustancia
externa se mueven de forma browniana por el exterior de
la célula, lo que es un método muy eficaz de explorar la
superficie celular.

Algo que es particularmente llamativo en este ejemplo es
el hecho de que el limite (1) es precisamente el que da
lugar a problemas matematicos mas interesantes cuando
el problema se formula en términos de ecuaciones diferen-
ciales. Por interesante se entiende aqui que en ese régimen
los receptores comienzan a actuar de forma colectiva y no
pueden despreciarse la interaccion entre ellos. Esta capaci-
dad de los sistemas bioldgicos para “identificar” limites
matematicos relevantes ocurre con alguna frecuencia. Otro
ejemplo en el que también sucede esto es en el problema
del movimiento de la bacteria E. coli que se menciono en
el apartado anterior. En ese problema el tiempo medio de
duracion de las "“carreras” es exactamente del orden de
magnitud necesario para que los efectos del movimiento
browniano de la bacteria comiencen a ser importantes. Si
dicho tiempo hubiese sido mayor las bacterias tendrian
un movimiento puramente difusivo y serian incapaces de
dirigirse hacia las regiones con mayor concentracion de as-
partato. Un tiempo menor tendria como consecuencia que
la velocidad media hacia las regiones con altas concentra-
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ciones de aspartato seria menor. Presumiblemente la ac-
tuacion de la evolucion darwiniana tratando de lograr una
mayor eficiencia ha sido la responsable de estos delicados
ajustes que posiblemente van a plantear interesantes prob-
lemas a los matematicos en los proximos afos.

Otro tipo de problemas bioldgicos en los que los méto-
dos de la teoria de homogenizacion y otros relaciona-
dos podrian jugar un papel interesante es en el estudio
de las ecuaciones efectivas de los medios aleatorios. Un
ejemplo reciente en el que se esbozan nuevas herrami-
entas matematicas para estudiar problemas bioldgicos se
puede ver en [6]. Numerosas estructuras bioldgicas estan
formadas por células que tienen un importante grado de
variabilidad y que han de ser descritas mediante vari-
ables estocasticas. La teoria de los procesos difusivos en
medios aleatorios ha sido desarrollada en gran parte por
matematicos puros interesados en la teoria de la proba-
bilidad, y por fisicos interesados en cuestiones tales como
difusion de neutrones o problemas analogos. Sin embargo,
con bastante frecuencia los problemas que se han abor-
dado en dichas areas no son exactamente las cuestiones
que surgen en los problemas biologicos. En otros casos, en
particular en el caso de los resultados obtenidos por los
matematicos mas teoricos, el lenguaje en el que han sido
formulados los resultados plantea serias dificultades a los
cientificos que se dedican a la biologia.

4. TEORIA CINETICA DE LOS SISTEMAS BIOLOGICOS

Un tema en el que en los ultimos afios ha habido una gran
actividad por parte de varios grupos de matematicos y
fisicos ha sido en el estudio de ecuaciones cinéticas para
describir agregados celulares. Matematicamente dichas
ecuaciones son bastante similares a las que se emplean
en la dinamica de gases enrarecidos. La idea que subyace
bajo estos modelos es la de considerar a las células como
si fuesen las "moléculas” de un gas. En los modelos dichas
células cambian su direccion de movimiento o su velocidad
o bien de forma aleatoria, o bien debido a la interaccion
con otras células. La idea de describir de esta forma los
agregados celulares no es nueva (cf. [1], [23]), aunque en
los ultimos afios se han realizado progresos en el estudio
matematico de alguno de estos modelos. Una de las apli-
caciones mas habituales de estos estudios es la de obtener
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“coeficientes de difusion” para las células de la misma
forma en que las ecuaciones cinéticas de la dindmica
de gases permiten obtener valores de los coeficientes de
difusion, viscosidad y otros analogos (cf. [9]).

En la mayor parte de los modelos cinéticos de células
que se han estudiado hasta ahora se suele suponer que
las células no interaccionan con su entorno, excepto por
la interaccion indirecta que las células puedan tener con
una sustancia quimica que ellas mismas producen. Uno de
los pocos modelos cinéticos en donde se tienen en cuenta
las interacciones entre células es el estudiado en [15]. La
ecuacion cinética considerada en dicho articulo describe la
evolucion de un agregado celular bidimensional formado
por células que se caracterizan mediante dos variables
individuales, que son su posicion y su orientacion. Cuando
dos células del agregado se encuentran, se reorientan y
tratan de alinearse en la misma direccion. Desde el punto
de vista matematico estas ecuaciones tienen considerables
analogias con la ecuacion de Boltzmann que se emplea
en el estudio de la dinamica de gases, aunque existen
también algunas diferencias. En efecto, en la ecuacion de
Boltzmann dos particulas que se encuentran no tratan de
alinear su velocidad, sino que colisionan elasticamente.
En concreto las soluciones de la ecuacion de Boltzmann
satisfacen principios de conservacion de la energia y de la
cantidad de movimiento, que no se cumplen para las ec-
uaciones de [15]. Como consecuencia, el tipo de dindmicas
que se obtienen para estas Ultimas ecuaciones es bastante
distinto del que se obtiene en la dinamica de gases. En
el caso de la ecuacion considerada en [15] existen solu-
ciones en las que las células se alinean en dos direcciones
opuestas, un tipo de comportamiento que se ha obser-
vado en unos organismos llamados myxobacterias, que se
han estudiado de forma bastante detallada con el fin de
obtener informacion sobre los mecanismos de movilidad
celular (cf. [20]).

La principal objeccion que se puede plantear a los modelos
cinéticos de agregados celulares es que, en muchos casos,
las densidades celulares son demasiado altas para que estas
ecuaciones puedan proporcionar una descripcion realista
de dichos agregados. En el caso de la dinamica de gases se
conocen desde hace mas de cincuenta afos las hipotesis
que deben satisfacer las interacciones moleculares y las
densidades de particulas para que se dicha dinamica se
pueda describir empleando ecuaciones cinéticas. Por ejem-
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plo, la ecuacion de Boltzmann es valida si el camino libre
medio entre colisiones es mucho mayor que la distancia
de interaccion mutua entre moléculas. La tarea de precisar
matematicamente las hipdtesis que garanticen la validez
de los limites cinéticos para agregados celulares no ha
sido realizada aun. Uno de los factores que dificultan este
problema es el hecho de que muchas de estas interacciones
tienen lugar mediante la emision de sustancias quimicas
que pueden tener sus propias longitudes y tiempos cara-
cteristicos asociados tales como el tiempo medio de de-
gradacion, la longitud caracteristica de difusion y otros.
Posiblemente, uno de los pocos ejemplos experimentales en
donde la distancia entre las bacterias es lo suficientemente
grande como para que puedan usarse modelos cinéticos
que den informacion cuantitativa sobre las densidades de
agregados celulares es el considerado en [19].

5. MoVILIDAD CELULAR Y BIOMECANICA

Muchos de los problemas mencionados hasta ahora estan
relacionados con la movilidad celular. El movimiento de las
células juega un papel importante en una gran cantidad de
procesos biologicos tales como embriogénesis, inflamacion,
curacion de heridas... Por otra parte el estudio de los sis-
temas que emplean las células para desplazarse plantea
una gran cantidad de cuestiones fisicas y matematicas
de interés.

Se han descrito anteriormente algunos de los problemas
de mecanica de fluidos que plantea el desplazamiento em-
pleando flagelos de algunos organismos tales como E. coli.
Tal y como se indico alli, el origen de la fuerza producida
por los flagelos se entiende bien. Algo que sin embargo
no se comprende de forma tan satisfactoria es la forma
en la que los flagelos se reorganizan con el fin de rotar
conjuntamente en forma coordinada. Se sabe que dicha
reorganizacion sucede como respuesta a la saturacién de
los receptores que miden la concentracion de aspartato
en la superficie celular, pero no se conoce el mecanismo
detallado, que posiblemente involucra, ademas de a las
sefiales quimicas, las propiedades mecanicas del flagelo y
del medio fluido que lo rodea.

Otro tipo de propagacion celular, diferente de la producida
por los flagelos, es la propagacion ameboide, debida a la
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expansion y retraccion de pseuddpodos que tiene lugar
en algunas células eucariotas como por ejemplo en el
"organismo modelo” Dictyostelium discoideum (Dd). Las
fuerzas que dan lugar al movimiento de este tipo de or-
ganismos se deben principalmente a la dinamica de una
estructura interna a la célula denominada citoesqueleto
que ademas de estas funciones motrices desempefia otras
muchas funciones importantes para la vida celular, tales
como transportar sustancias quimicas de unas partes de
la célula a otras. El citoesqueleto es una estructura muy
dinamica y cuya estructura puede variar dependiendo del
grado de ocupacion de algunos receptores externos a la
célula que permiten medir, por ejemplo, gradientes de sus-
tancias quimicas. Otro factor que también juega un papel
importante en el movimiento de este tipo de células son las
moléculas que adhieren el citoesqueleto con el substrato
externo en el que se apoya la célula. Uno de los intentos
de obtener un modelo mecanico para este tipo de sistemas
se puede encontrar en [2].

En todos los ejemplos mencionados anteriormente se han
descrito ejemplos de movimiento celular de células indi-
viduales. Sin embargo, un problema que tiene particular
relevancia es el del estudio de sistemas biologicos en los
que muchas células den lugar a movimientos colectivos, tal
y como sucede por ejemplo en los procesos de embriogéne-
sis. Desde el punto de vista matematico el problema seria
el de obtener "ecuaciones efectivas" para el movimiento de
agregados celulares que individualmente se mueven con
los mecanismos indicados anteriormente. En este punto es
relevante mencionar, aunque sea de forma fugaz el area de
la biomecanica. Este area que estd considerablemente de-
sarrollada ha abordado una gran cantidad de problemas que
van desde el estudio de los flujos sanguineos en el sistema
circulatorio hasta las ecuaciones constitutivas de los tejidos
pasando por los mecanismos de vuelo empleados por los in-
sectos o las aves. En la busqueda de ecuaciones constitutivas
para agregados celulares es muy posible que los matemati-
cos familiarizados en el uso de técnicas de homogenizacion
pudiesen realizar alguna contribucién de interés.

6. PaTRONES EN BioLoagia

Uno de los temas clasicos de biologia matematica ha sido
el estudio de los diversos patrones que pueden aparecer
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en los sistemas bioldgicos. En biologia abundan patrones
geométricos tales como las espirales, patrones en forma
de diana, agregados de puntos, franjas, cuadrados y otros
muchos. Algunos de los problemas mas conocidos que
han sido estudiados por muchos de los fundadores de la
moderna biologia matematica son, entre otros, el estudio
de las manchas de los leopardos o las cebras, el estudio
de la pigmentacion de los peces, el estudio de los patrones
que aparecen en la superficie de las conchas marinas o
los patrones de ondas espirales que forman las sefiales
quimicas emitidas por el Dd.

Todas estas investigaciones han incrementado consid-
erablemente la perspectiva de los matematicos que han
aprendido asi la inmensa cantidad de comportamientos
distintos a los que pueden dar lugar aparentemente sencil-
las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Sin embargo, en los ultimos tiempos se ha ido abriendo
paso la idea de que independientemente de su valor es-
tético lo que realmente resulta relevante de los variados
patrones que aparecen en sistemas bioldgicos es el deter-
minar, su funcionalidad, es decir, determinar si realmente
los organismos los crean porque dichos patrones son mas
eficaces para obtener alguin beneficio desde el punto de
vista bioldgico, o si por el contrario son simplemente un
“resto de la evoluciéon” Una segunda razén por la que
resulta interesante el estudio de los patrones es porque
en ocasiones proporcionan informacion sobre los mecan-
ismos subyacentes de interaccion celular. En muchas oca-
siones los organismos muestran sorprendentes patrones
geométricos pero que solo se manifiestan en condiciones
muy especiales en el laboratorio. En dichos casos los pa-
trones no tienen ningun valor bioldgico para el organismo
pero permiten inferir, por ejemplo, que las células individu-
ales emiten alguna sustancia que las permite dar lugar a
un comportamiento colectivo. Un ejemplo interesante de
esto se encuentra en [7], donde los autores obtienen tal
tipo de conclusion a partir de los patrones que muestran
ciertos agregados de E. coli.

Algunos de los patrones mas importantes que aparecen
en las estructuras bioldgicas son los que se manifiestan
durante el desarrollo embrionario de los organismos mul-
ticelulares. En dichos procesos una cascada de reacciones
quimicas da lugar a los procesos de diferenciacion celular
responsables de que cuando el organismo esté completa-
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mente formado, cada célula esté situada en el lugar exacto
en el que desempefara precisamente la funcion bioldgica
para la que esta adaptada. Hay una cantidad enorme dis-
ponible de informacion sobre las sefiales quimicas que se
transmiten durante estos procesos (cf. [21]).

Los patrones que aparecen durante la formacion y el de-
sarrollo de los organismos han sido estudiados en nume-
rosas especies. Dos de los mas conocidos son la mosca del
vinagre (Drosophila) y el metazoo conocido como Hydra.
En el caso de la Drosophila hemos llegado a conocer, me-
diante el trabajo de cientos de investigadores de todo el
mundo, los procesos quimicos que se producen durante el
desarrollo del organismo con un grado muy considerable
de detalle. Por otra parte se ha experimentado con los
patrones celulares a los que da lugar la Hydra desde hace
mas de dos siglos (cf. [28]). La aparente sencillez de este
organismo, pero a su vez la riqueza de patrones a los que
da lugar le ha convertido también en uno de los organis-
mos preferidos de los investigadores para desarrollar mod-
elos matematicos que traten de explicar la gran variedad
de estructuras que aparecen en los experimentos mediante
principios simples (cf. [17], [18], [24]). Aunque algunos de
estos modelos logran describir algunos de los efectos que
se pueden ver en los experimentos, no es sin embargo tan
evidente cuales son los principios que regulan la coordi-
nacion del gran numero de moléculas involucradas en este
tipo de procesos, ni si dichos principios generales existen.
Es importante observar que dichos procesos bioquimicos
que dan lugar a la formacion de los patrones del desarrollo
parecen ser lo suficientemente flexibles como para admitir
cambios a lo largo del tiempo durante la evolucion de los
organismos (cf. [31]).

Muchos de los mecanismos de formacion de patrones que
se han estudiado en el pasado se basan en el mecanismo
propuesto por Turing (cf. [29]), aunque en ellos se introdu-
cen términos no lineales que pueden dan lugar a efectos
no incluidos en [29]. El mecanismo de Turing se basa en
la existencia de al menos dos tipos de morfégenos en un
sistema, que son un activador de corto alcance y un inhibi-
dor de largo alcance. Dichos morfogenos se difunden en
el medio y tienen la capacidad de interaccionar en puntos
distintos de donde fueron producidos. Sin embargo, en
numerosos sistemas biologicos las sefiales producidas por
las células pueden permanecer en la posicion donde fueron
emitidas y no difundirse. En otros casos, el efecto de las
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células no es emitir una sefial quimica, sino modificar el
entorno en el que se encuentran dichas células por medios
mecanicos. En este tipo de procesos las sefiales celulares
no se difunden. Una clase de modelos que podrian describir
la dinamica celular en presencia de sefiales no difusibles
fue formulada en [22]. Los comportamientos de las solu-
ciones que se tendrian en dichas situaciones se describe
en [27].

7. Rosustez Y COMPLEJIDAD

Los términos “robustez" y "complejidad” aparecen con gran
frecuencia en la literatura biologica reciente. La definicion
de estos términos es auin vaga e imprecisa. Sin embargo,
el tipo de cuestiones que giran habitualmente en torno
a estos conceptos esta atrayendo de forma creciente la
atencion de algunos matematicos.

En la actualidad empiezan a conocerse con gran detalle
la forma en que interaccionan las moléculas de numer-
0s0s sistemas bioquimicos importantes. Muchas de estas
redes bioquimicas estan formadas por un gran numero
de moléculas distintas. Por otra parte dichas redes son
“robustas”, en el sentido de que son capaces de seguir
funcionando incluso aunque alguna de las sustancias que
la forman no esté presente o sea modificada mediante una
mutacion. La “robustez” de los sistemas biolégicos asi en-
tendida, le proporciona una cualidad altamente deseable,
que es la capacidad de evolucionar, mediante pequefos
cambios. Es bastante plausible que dicha robustez sea una
consecuencia de la elevada “complejidad” de las redes.

Los conceptos de robustez y complejidad no sélo se aplican
a nivel molecular, sino que también se usan frecuente-
mente para referirse a procesos que tienen lugar en la
célula, el organismo e incluso a nivel ecoldgico. No existe
aun una teoria clara y precisa que permita abordar este
tipo de cuestiones, incluso suponiendo que fuese posible.
Sin embargo, comienza a haber algunos resultados e inves-
tigaciones que sugieren como podria ser dicha teoria.

En los ultimos afios ha habido un interés creciente en lo
que se suele denominar teoria de redes (cf. [4]). En el caso
particular de las redes bioquimicas una cuestion que ha
sido estudiada en gran detalle es la relacion que existe
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entre la topologia de las redes y el tipo de dinamicas a las
que pueden dar lugar (cf. [13], [25]).

Por otra parte, el tipo de estructura matematica que de-
berian tener los sistemas bioldgicos para ser “robustos”
en algun sentido ha sido explorado de forma detallada
en [31]. La idea principal es que dichos sistemas deberian
tener una gran cantidad de posibles variaciones que “fun-
cionasen” de forma equivalente, con algunos posibles cam-
bios bruscos, aunque raros, para algunas configuraciones
especificas. Esta idea se aplica en [31] a numerosos sis-
temas biologicos. Posiblemente el sistema bioldgico en
el que esta idea se puede ver de forma mas clara es en
las diferentes realizaciones geométricas de las molécu-
las de ARN. Dichas moléculas pueden estar formadas por
muy diferentes combinaciones de bases. Sin embargo, su
funcion biologica parece depender principalmente de la
geometria tridimensional de dichas moléculas. Teoria y
experimentos muestran que configuraciones geométricas
equivalentes pueden obtenerse mediante una gran canti-
dad de combinaciones de bases distintas. Esto explicaria
por qué pequefias mutaciones no tendrian graves conse-
cuencias para el funcionamiento de estos sistemas, pero a
su vez también explicaria que algunas mutaciones podrian
generar modificaciones importantes en el funcionamiento
quimico de estas moléculas.

8. ¢PueDE LA BIOLOGIA DAR LUGAR A UNA
MATEMATICA COMPLETAMENTE NUEVA?

Los ejemplos que se han mencionado anteriormente tratan
de mostrar el tipo de contribuciones que las Matematicas
podrian realizar en la Biologia. Sin embargo, comienza a
ser cada vez mas frecuente oir entre algunos matemati-
cos la pregunta formulada en forma inversa: ;Qué con-
tribucion ha hecho (o podria hacer) la Biologia por las
Matematicas?

Los matematicos que formulan esta pregunta son con-
scientes de la enorme influencia que ha tenido la Fisica
en el desarrollo de areas enteras de las Matematicas.
La Mecanica Clasica, la Fisica Estadistica, la Mecanica
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Cuantica, la Relatividad General, han tenido una tre-
menda influencia en el desarrollo de numerosas ramas
de las Ecuaciones Diferenciales, la Geometria, el Analisis
Funcional o la Teoria de la Probabilidad. En los ultimos
afos cuestiones que tienen su origen en la Fisica de
Altas Energias estan teniendo una gran influencia en
el desarrollo de algunas ramas de Algebra y Geometria.
¢Podria la Biologia convertirse en una fructifera fuente
de cuestiones matematicas de la misma forma que lo es
la Fisica?

Es cierto que problemas de Biologia han dado lugar ya a
algunos resultados importantes de Estadistica Matematica,
Sistemas Dinamicos, Ecuaciones Diferenciales en Derivadas
Parciales o |a Teoria de Procesos Estocasticos. Sin embargo,
la Biologia posiblemente no ha producido aun revoluciones
matematicas como las que en su dia supuso la Mecanica
Cuantica o la Relatividad General. Es posible que la mayor
contribucion que ha realizado la Biologia a las Matemati-
cas sea el descubrimiento de la inestabilidad de Turing,
que esta detras de una gran parte de los modelos de
formacion de patrones que estudian fisicos y matemati-
cos. El hallazgo de Turing es sorprendente y profundo ya
que muestra, entre otras cosas, que la combinacion de
procesos que individualmente tienden a producir estabili-
dad en un sistema pueden de forma combinada dar lugar
a la generacion de inestabilidades con una longitud de
onda caracteristica. Sin embargo, es dificil afirmar que
este descubrimiento haya dado lugar a una amplia Teoria
Matematica de la misma amplitud que la que han produ-
cido las teorias fisicas.

Sin embargo, tal y como indico Schrodinger (cf. [26]) una
gran parte de las leyes de la Fisica que conocemos han sido
obtenidas estudiando sistemas muy distintos de los siste-
mas bioldgicos. De la misma forma, las matematicas se han
desarrollado en el pasado en su mayor parte estudiando
problemas muy distintos de los que surgen al pensar en los
organismos vivientes. Si la experiencia del pasado puede
ser una guia para el futuro, es muy posible que muchas de
las cuestiones que ocupen la atencion de los matematicos
dentro de dos o tres décadas sean muy distintas de las ac-
tuales, y que la Biologia haya jugado un papel importante
decidiendo cuales seran esas cuestiones.
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