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Las cinco memorias de Poincaré sobre funciones y grupos fuchsianos
publicadas en Acta Mathematica entre 1882 y 1884 constituyen la culmi-
nacion de la teoria geométrica de funciones y el origen de un gran nume-
ro de problemas de la Matemdtica actual. La cuarta memoria, dedicada
a los grupos de monodromia de las ecuaciones diferenciales lineales de
tipo Fuchs, es la menos conocida pese a contener resultados interesantes
tanto en torno al problema de Riemann-Hilbert como a la estructura de
los espacios de méduli de curvas algebraicas. En esta nota, expuesta en
un ciclo de conferencias sobre Poincaré en su sesquicentenario, organiza-
do en la Real Academia de Ciencias, se exponen las conexiones de esta me-
moria con resultados recientes de la teoria de Galois diferencial.

1. Introduccién y un poco de historia

Las cinco memorias publicadas por Poincaré en Acta Mathematica
entre 1882 y 1884, representan, en palabras de Darboux (Eloge histori-
que d’Henri Poincaré [4]), la culminacion de la parte mds brillante de sus
trabajos, y su mayor titulo de gloria. En 1880 Poincaré, entonces un jo-
ven de 26 afios, presenta una memoria, que no fue publicada hasta 1923,
al concurso para el gran premio de Ciencias de la Academia convocado
con un tema fijo: perfeccionar en algun punto importante la teoria de
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ecuactones diferenciales lineales ordinarias. Su en-
sayo que tenia como objetivo la integracion de to-
das las ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes algebraicos no obtuvo el premio, que se
concedi6 a una memoria de Halphen, pero recibio
la mencion de muy honorable por su originalidad e
interés.

Su ensayo para el concurso marca el inicio de
una actividad febril y cuatro anos mas tarde, ha-
biendo publicado una veintena de notas en los
Comptes Rendues y casi cuatrocientas paginas en
Acta Mathematica, Poincaré abandona el tema de
modo casi definitivo, tras escribir una de las piezas mas brillantes de la
Matematica. Las lineas de despedida escritas al final de su ultima me-
moria son muy caracteristicas de su forma de ser:

Henry Poincaré

Esto basta para hacer comprender que en las cinco Memorias de Acta Ma-
temdtica que he consagrado al estudio de las transformaciones fuchsianas y
kleinianas, no he hecho mds que hacer aflorar un tema muy amplio que pro-
porcionard sin duda a los gedmetras la ocasion de hacer numerosos e impor-
tantes descubrimientos.

Pero de hecho estas memorias son mucho mas, constituyen la culmi-
nacion de la teoria geométrica de funciones, y son una perfecta sintesis
de todos los conocimientos de analisis, 4lgebra, geometria y topologia de
su tiempo.

El enorme interés del trabajo de Poincaré sobre ecuaciones diferen-
ciales lineales, la cantidad de matematicas a que dicho trabajo ha dado
lugar en los ciento veinte afos que han trascurrido desde su publicacién,
y la polémica franco - alemana sobre la paternidad de las funciones fuch-
sianas - automorfas, son circunstancias que han hecho que proliferen los
ensayos y estudios dedicados tanto a glosar este trabajo como a relatar
su historia. Incluso el propio Poincaré dejo descrito con total precisién el
momento en que se le ocurrio la idea central de usar la geometria hi-
perbolica.

Pero a pesar de la cantidad de literatura existente, hay una de las me-
morias de Acta, la cuarta, que ha quedado marginada y apenas se ha co-
mentado, y eso que en ella se sientan precisamente las bases para al-
canzar el objetivo final de su autor, resolver las ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes algebraicos, y pese también a las conexiones de
esta memoria con problemas tan conocidos como el problema de Rie
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mann-Hilbert o el de la estructura de los espacios de moduli de curvas de
género dado.

John Stillwell, traductor al inglés de una seleccion de los articulos so-
bre funciones fuchsianas de Poincaré ([24]), se refiere a esta cuarta me-
moria en dos ocasiones en la Introduccion del traductor (ver [24]), que
precede a los textos seleccionados; en la primera de ellas dice:

Finalmente he introducido el cuarto articulo de Acta, porque es el mds ambi-
cioso de los suyos (de Poincaré) y continta siendo relevante en las matemdti-
cas de hoy en dia.

En la segunda ocasién explica la razon por la cual, a su entender, esta
cuarta memoria es la menos comentada.

Mientras gran parte de los tres primeros articulos de Acta ha sido asimilada
y ha alcanzado los libros de texto, el cuarto contintia siendo misterioso y de
dificil comprensién, en parte debido al retroceso de Poincaré, en los primeros
pardgrafos, a la teoria pregeométrica de ecuaciones diferenciales, pero tam-
bién porque cuando finalmente reduce sus teoremas a topologia, debe enfren-
tarse a variedades multidimensionales dificiles de manejar apropiadamente
con los conocimientos de su época.

La opinion de Stillwell que aparece en esta ultima frase, fue también
la opinion de Klein ([11]) que acusaba a Poincaré de que sus trabajos, pu-
blicados demasiado rapidamente, contenian mucho de provisional e in-
cluso mucho de falso o exagerado y que eso resultaba muy patente, en
particular, en esta cuarta memoria de Acta. Poincaré, siempre segin
Klein: tropezaba con dificultades, insuperables en ese momento, porque
debia tratar con variedades abiertas a las cuales no se les podia asignar
una frontera.

Sin embargo, en mi opinion, la memoria no es oscura, es por el con-
trario un buen exponente de la claridad de ideas de Poincaré y de su pro-
digiosa intuicion geométrica. Poincaré vio perfectamente donde estaban
los puntos mas espinosos, y la carencia de las técnicas matematicas ne-
cesarias para sobrepasarlos no le impidi6 prever el camino por el cual hoy
en dia algunas de esas dificultades han sido superadas.

No pretendo hacer en estas lineas un trabajo de historiador, no es mi
oficio y seria locura practicar el intrusismo en un terreno en el que ya
existe una referencia excepcional, el magnifico libro de Jeremy Gray: Li-
near differential equations and Group theory from Riemann to Poincaré
[9]. Pero, ya que he citado algunas opiniones de Klein sobre el trabajo de
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Poincaré, no puedo resistir la tentaciéon de dedicar unas lineas a su polé-
mica (practicamente unilateral) con éste, sobre el descubrimiento de las
funciones fuchsianas - automorfas. Gray ([9]) que analiza exhaustiva-
mente la polémica y la correspondencia entre ambos en el periodo 1880-
1883 (pp. 295-310 op. cit.), afirma caritativamente:

No fue ni sencilla ni principalmente una carrera, la generosidad de cada uno
de los hombres hacia el otro, hizo que fuera un autentico esfuerzo cooperati-
vo.

Aunque luego matiza estas palabras afiadiendo que en cualquier caso
y dados su caracter y las circunstancias de la matematica alemana de su
época, Klein se vio forzado a considerar que participaba en un auténtico
reto. Eso parece bastante claro, en 1928 el propio Klein afirma en su Ent-
wicklung der Mathematik im 19 Jahrhundert [12]

El precio que tuve que pagar por mi obra fue extraordinariamente alto; mi sa-
lud se colapsé completamente....... M actividad productiva real perecié en
1882....En consecuencia Poincaré tuvo el campo libre y, hasta 1884, publicé
sus cinco grandes articulos sobre las nuevas funciones.

Estas frases no suenan precisamente a esfuerzo cooperativo. Pero hay
mas: hace ya veinte afios, el Seminario de historia de la Matematica del
Instituto Henri Poincaré ([1], [16]), publico una serie de cartas, recopila-
das por P. Dugac, dirigidas a Poincaré por diversos matematicos, cartas
que no han sido recogidas por Gray, y que arrojan una luz especial sobre
la polémica citada. En unas de ellas, escrita por Hermite [16] el 8 de Ju-
lio de 1881, aparece lo siguiente:

Lo que Vd. (Poincaré) me dice de que ha sido informado sobre la malqueren-
cia de Mr. Klein, tanto contra Vd. como contra Mr. Fuchs y Mr. Picard me
preocupa mucho.

A continuacién Hermite trata de despejar las brumas que enturbian
las relaciones cientificas entre Poincaré y Klein:

He preguntado a Mr. Darboux, que lo conoce personalmente (a Klein), si sabia
si Mr. Klein tiene respecto a los franceses la misma inquina que tantos de sus
compatriotas. Debo decirle que, a mi entender, la respuesta de Mr. Darboux,
st no destruye los informes que Vd. ha recibido, al menos los pone seriamen-
te en duda.
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Sigue explicandole que Darboux habia enviado a Alemania a un joven
egresado de la Ecole Normal, Mr. Brunel, para seguir los cursos de Klein

y que:

Si yo he comprendido bien, Mr. Darboux ha sabido por Mr. Brunel que Mr.
Klein expone a sus alumnos los tltimos trabajos que Vd. ha publicado en los
Comptes Rendues, haciendo elogio de ellos.

Lamentablemente el mes anterior Brunel habia escrito a Poincaré la
primera de una serie de cartas de las que parece deducirse que Hermite
no habia comprendido bien a Darboux.

En primer lugar, Brunel en su primera carta deja patente que no era
precisamente germandfilo:

Siguiendo la costumbre alemana, comencé por presentarme, pero no hay que
creer que porque me haya adaptado a una costumbre de los alemanes, me en-
cuentre bien en medio de este pueblo. Cuanto mds lo conozco mds lo detesto.

En el parrafo siguiente, Brunel echa por tierra los esfuerzos concilia-
dores de Darboux explicando la posicion de Klein respecto a los trabajos
de Poincaré.

Tomando un Compte Rendue al azar, nos dijo Klein, encuentro una nota so-
bre las funciones fuchsianas. El nombre de fuchsianas le permitié a Mr. Klein
hacer algunas chanzas mds o menos finas que cosquilleaban las orejas ale-
manas que las escuchaban.

Klein también nos ha dicho: Yo protesto contra el nombre de funciones fuch-
sianas. Es de Riemann de quien viene la idea fundamental, y es Schwarz
quien tiene el mérito de haber aplicado la idea de Riemann. Mds tarde, yo
mismo he trabajado también en esa direccién. En cuanto a Mr. Fuchs que
s6lo se ha ocupado una vez de estas cuestiones, lo iinico que ha conseguido
mostrarnos es una cosa: que no ha comprendido absolutamente nada.

Jean Dieudonné en una conferencia conmemorativa del centenario
del comienzo de los trabajos de Poincaré sobre las funciones fuchsianas,
pronunciada en el congreso del Grupo de Matematicos de expresion lati-
na de Luxemburgo [5], se hace eco de la indignacion de Klein ante el
nombre de funciones fuchsianas cuando dice, aludiendo precisamente a
los trabajos de Riemann, Schwarz y el propio Klein:

Observando esta serie de trabajos, se concibe fdcilmente el asombro un poco
escandalizado de Klein cuando constata que, en las primeras notas de los
Comptes Rendues, sélo se cita a Fuchs, y que se coloca bajo el patronazgo de

(c) Consejo Superior de Investigaciones Cientificas http://arbor.revistas.csic.es
Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (by-nc)

629



José Manuel Aroca Herndndez-Ros
630

éste la inmensa teoria que se edifica en ellos. Este asombro debid tornarse es-
tupefaccién cuando, respondiendo a Klein, Poincaré reconoce de buen grado
que ignora todo sobre sus trabajos, que no ha leido nada de Riemann, al que
s6lo conoce de oidas, y que no sabe nada ni del género de una superficie, ni
del principio de Dirichlet.

Una vez que Poincaré conoce los trabajos de Klein, en un alarde de ge-
nerosidad incluso da su nombre a unos nuevos objetos, los grupo kleinia-
nos, pero este hecho disgusta ain mas a Klein, segin Brunel, por hacer-
lo aparecer en segunda fila.

De nuevo, ahora a principios de julio, Brunel escribe a Poincaré, ci-
tando literalmente lo que le dice Klein en una entrevista:

Leyendo lo que Poincaré acaba de publicar en los Comptes Rendues, se podrd
imaginar que le he escrito,..., le he escrito que todo lo que ha hecho es conoci-
do y estd probado desde hace mucho tiempo. Ademds repruebo a Mr. Poincaré
el publicar demasiado deprisa.... Mr. Schotty ha publicado en el vol. 83 del
Journal de Brochardt, una memoria que se ocupa del caso del poligono con
borde no conexo; podria ser que Mr. Poincaré llamase ahora a otro tipo de
funciones, funciones schottkianas; no hay razén para detenerse.

Pero Brunel no se limita al cotilleo, sus cartas contienen afirmaciones
muy precisas en relacion con lo que conocia Klein sobre funciones auto-
morfas antes de leer los sucesivos articulos y las cartas de Poincaré, asi
como sobre la veracidad de sus afirmaciones de ir por delante de éste:

Yo le puedo afirmar que todavia no he encontrado ninguna traza, ni en las
memorias de Klein, ni en su curso del Polytechnicum, de funciones andlogas
a una funcién zeta-fuchsiana 6 theta-fuchsiana. Ademds Mr. Klein no ha
abordado nunca estas cuestiones en todas las conversaciones que hemos teni-
do sobre Vd.

En una de mis entrevistas con él, Mr. Klein, me explicé que habia sabido tras
un encuentro con Mr. Weiestrass en pascua, que algunas de las ideas de Vd.
existian antes, de forma algo distinta, en el cerebro del matemdtico berlinés.
Pero esto no me parece gran cosa.

En cualquier caso, esta fuera de toda duda que hay que atribuir a
Poincaré la mayor parte de la teoria de funciones fuchsianas, especial-
mente su uso genial en dicha teoria de la geometria hiperbélica. Y tam-
bién habria que atribuirle los resultados contenidos en la cuarta memo-
ria de Acta, de la que hablaremos a continuacién, y que reflejan la
intuicion, calificable de profética, del genial matematico francés.
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2. Las tres primeras memorias de acta mathematica

Seguin reconoce el propio Poincaré, el origen de su trabajo esta en un
problema estudiado por Fuchs [8] que consiste en lo siguiente:

Dada una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficien-
tes funciones racionales de una variable compleja:

y'+a,(2)y'+a,(2)y=0

y dadas dos soluciones C-linealmente independientes de la ecuacion, y,
¥, averiguar bajo qué hipétesis complementaria sobre la ecuacién dife-
rencial, la ecuacion funcional

% :y1(z)=
() g(2) _—yz(z) u

tiene solucion z = z(u) meromorfa en u.

Aunque Fuchs no explica el origen del problema, es claro que es una
generalizacion, a una ecuacion diferencial lineal general de segundo or-
den, del problema de inversion del cociente de periodos de una integral
eliptica, (origen de la teoria de funciones modulares), y del problema ana-
logo para la ecuacion hipergeométrica, que se remonta a Jacobi, Gauss,
y Legendre.

En su trabajo Fuchs supone que las singularidades de la ecuacion di-
ferencial son regulares y que las soluciones en ellas no tienen términos
logaritmicos, a continuacién prueba que si g(z,)=u, para un punto singu-
lar z,, la ecuacion (*) se resuelve localmente en un entorno de u,, y la so-
lucién es holomorfa en dicho entorno siempre y cuando los exponentes ca-
racteristicos en z, verifiquen unas condiciones complementarias (luego
simplificadas por Poincaré). A continuacion y de forma no suficiente-
mente justificada, Fuchs admite que la existencia de solucién local del
problema de inversion lleva consigo la existencia de solucion global.

En su memoria para la Academia, Poincaré caracteriza exactamente
las condiciones sobre los exponentes caracteristicos en las singularidades
para que el problema de inversion local tenga solucién y da un contrae-
jemplo a la existencia de solucion global del problema, en las condiciones
propuestas por Fuchs.
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Pero esto es solo el principio de la obra de Poincaré. El planteamien-
to del problema de inversién cambia completamente tras los trabajos de
Kummer, Dedekind, Riemann y Klein, que culminaron con la descripcién
de las funciones modulares, estableciendo que las funciones g(z) de (*) co-
rrespondientes a la ecuacion hipergeométrica, representan conforme-
mente el semiplano superior sobre un triangulo cuyos lados son segmen-
tos o arcos de circunferencia, de modo que las representaciones
correspondientes a dos determinaciones difieren en la accién de un ele-
mento de GSL, (R). Como observa Dieudonné [5]:

Ya no se trata de estudiar el cociente de dos integrales de una ecuacion dife-
rencial, sino de determinar, para un subgrupo de G, un dominio fundamen-
tal simple F, tal que toda orbita de G en el semiplano superior corte a F en
un unico punto.

Las funciones a considerar son entonces las funciones automorfas, es
decir invariantes, por la acciéon de subgrupos del grupo G. Se ha escrito
mucho, incluso lo ha hecho el propio Poincaré, sobre la utilizacion de la
geometria hiperboélica en este campo, en el libro de Gray [9] por ejemplo
se puede encontrar una buena y detallada descripcion elemental del tra-
bajo de Poincaré. Sefialemos aqui Gnicamente que la primera memoria
de Acta esta dedicada a los grupos fuchsianos, que se introducen como
grupos de movimientos para la geometria hiperbélica que preservan una
teselacion del semiplano superior, o lo que es lo mismo como grupos de
transformaciones de Mdbius con coeficientes reales que actiian de modo
discontinuo en dicho semiplano. Estas condiciones llevan consigo la exis-
tencia de funciones analiticas no constantes que son automorfas para los
grupos fuchsianos, estas son las funciones fuchsianas. La segunda me-
moria de Acta esta dedicada al estudio de estas funciones.

Para construir las funciones fuchsianas correspondientes a un grupo
I', Poincaré traslada su geometria (eso lo hace al final del primer articu-
lo) al circulo unidad mediante la transformacién habitual:

5(z)=ﬁ—i

-1
y comienza con la descripcién de las funciones theta - fuchsianas, por me-
dio de series indexadas por I':

dy \
O, =) Ry —
ke Z; dz
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donde R es una funcién racional y n un nimero natural. Estas series,
para n = 2, son absolutamente convergentes en el disco unidad salvo en
los polos de R y verifican que:

b
vel, y@)=2250, 1) =(z+d)*0,,(2)
cz+d ’ ’

Entonces los cocientes de las funciones definidas por dos de estas se-
ries correspondientes al mismo entero n > 2, son funciones meromorfas
_en el disco unidad y son exactamente las funciones automorfas para el
grupo I, es decir son las funciones fuchsianas. Poincaré estudia los ceros
y polos de estas funciones, ademas prueba que todas las funciones fuch-
sianas correspondientes a un mismo grupo I' generan un cuerpo que es
un cuerpo de funciones racionales sobre una curva algebraica cuyo géne-
ro coincide con el de T, es decir con el de la superficie cociente del disco
por la accién de este grupo. Por altimo caracteriza las ecuaciones linea-
les de segundo orden resolubles mediante funciones fuchsianas.

La tercera memoria de la serie esta dedicada a los grupos kleinianos.
Los grupos kleinianos son grupos de transformaciones de Maobius que
actian de modo discontinuo en el plano y no son fuchsianos, la existen-
cia de este tipo de grupos fue sefialada a Poincaré por Klein, de ahi su
nombre, que como hemos sefialado no gustaba mucho a Klein.

Poincaré demuestra en primer lugar que toda transformaciéon de Mé-
bius es producto de un niimero par de inversiones, de hecho va mas lejos
y prueba que el grupo de proyectividades continuas de la recta proyecti-
va compleja esta generado por las inversiones. A continuacion observa
que toda circunferencia del plano real es el ecuador de una esfera del es-
pacio y que la inversion respecto a dicha esfera deja invariante el plano
e induce en €l la inversion respecto a la circunferencia de partida. En-
tonces una transformaciéon de Mébius del plano es la sombra, en expre-
sion de Stillwell, de una transformacion del espacio producto de un ni-
mero par de inversiones respecto a esferas, o sea, cuando las esferas se
eligen adecuadamente, de un movimiento del espacio hiperbdlico tridi-
mensional. De nuevo Poincaré recurre a la geometria hiperbolica, esta
vez en un espacio de dimension tres, para el estudio de los grupos dis-
continuos de transformaciones de Mobius.

Los conjuntos limite de los grupos fuchsianos estan contenidos en el
borde del disco unidad, en cambio los de los grupos kleinianos son curvas
en general no analiticas. De hecho Poincaré conjeturé que son curvas no
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diferenciables en un conjunto denso de puntos, conjetura que fue proba-
da por Fricke y Klein [7]en 1897, aunque la naturaleza fractal de la cur-
va limite solo ha sido reconocida muy posteriormente por Mandelbrot
[18].

3. Calculo del grupo de monodromia de una ecuaciéon

La cuarta memoria de Acta, esta destinada a la generalizacion del
problema de Fuchs a las ecuaciones diferenciales lineales de orden arbi-
trario; en este caso hay mas de dos soluciones independientes, por lo que
no tiene sentido estudiar el grupo cuya accion regula las distintas deter-
minaciones del cociente de dos de ellas, y parece mas natural preguntar-
se por el grupo que deja invariante el espacio de soluciones.

Si pensamos en ecuaciones algebraicas, en lugar de en ecuaciones di-
ferenciales, las transformaciones naturales para las ecuaciones polind-
micas son aquellas que conservan sumas y productos, es decir los auto-
morfismos de cuerpos, y si consideramos la extensiéon X del cuerpo K
donde estan los coeficientes de una ecuacion f(x)=0, obtenida al adjuntar
a K las raices de la ecuacién, el grupo de Galois de X respecto a K, es de-
cir el grupo de automorfismos de X que dejan invariantes los elementos
de K, es precisamente el analogo algebraico del grupo que buscaba Poin-
caré. Cuando el cuerpo K es el cuerpo C(z) de funciones racionales en la
variable z con coeficientes complejos, la analogia es mas clara porque ese
grupo es exactamente el grupo que traduce las distintas determinaciones
de las funciones algebraicas definidas por la ecuacion en dos variables, la
x explicita y la z en los coeficientes, f(x)=0. Pero Poincaré no alcanza a ver
esta analogia, que sera descubierta por Picard unos afios mas tarde. Pese
a ello su construcciéon sobrepasa la monodromia y se aproxima indirecta-
mente al grupo de Picard-Vessiot.

Poincaré considera una ecuacién lineal general:

F»)=y" +a,y®) +...4a,I =0

con coeficientes funciones meromorfas sobre una superficie de Riemann
compacta X, es decir: los @, = a, (2, x) son funciones racionales de dos va-
riables complejas ligadas por una relacion polinémica y(z, x)=0.

En estas condiciones, un punto de X se dice singular de la ecuacién si
y solo si es un polo de uno de sus coeficientes; el conjunto de puntos sin-
gulares de la ecuaciéon Sing(F) es finito y para cada punto no singular,
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existe un entorno abierto simplemente conexo en el cual los coeficientes
son analiticos. En consecuencia la ecuacion admite en dicho entorno un
sistema local fundamental de soluciones, es decir un conjunto de n solu-
ciones C-linealmente independientes que generan el C-espacio vectorial
de soluciones en el entorno en cuestion, Ops Ygr = V)

Fijemos un punto singular z y tomemos un lazo en X \ Sing(F) basa-
do en z, v. Por prolongacion analitica del sistema fundamental (y,, y,, -+,
y,) a lo largo de v, llegamos a otro sistema fundamental (u,, u,, -, u,),
que esta ligado necesariamente al primero por una relacion:

u Wi
: :M}' : MYGGL,I(C).

u, Yn

Siempre que nos mantengamos en X \ Sing(F), My no cambia por de-
formaciones continuas de g y tenemos una representacion lineal del gru-
po fundamental 6 grupo de Poincaré I, (X \ Sing(F)):

I, &\ Sing(F)): - GL, (C)
y—> M,

Esta representacion depende del sistema fundamental de soluciones
elegido inicialmente, pero depende solamente mddulo conjugacion. Asi
queda definida una clase de conjugaciéon de subgrupos de GL, (C), uno
cualquiera de cuyos representantes se llama grupo de monodromia de la
ecuacion diferencial.

Poincaré aborda tres problemas, enunciados con toda precisién en la
memoria. El primero es:

Hallar el grupo de una ecuacién dada, tanto desde el punto de vista de cdl-
culos numéricos, como desde el de la teoria de funciones.

Es decir se trata no solo de dar un método de calculo del grupo de mo-
nodromia de una ecuacion concreta, sino de describir los elementos del
grupo como funcion de los coeficientes de la ecuacion y de la clase de ho-
motopia del camino correspondiente.

Para ello se limita previamente, sin perdida de generalidad, al caso
en que los coeficientes de la ecuacion son funciones meromorfas en la es-
fera de Riemann y holomorfas en el infinito. En estas condiciones y tras
un cambio de variable bien conocido (transformacién de Tschirnhausen)
la ecuacién se escribe como:
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y(,,)__z 22 hkz \ (k)

o\ = n (x— O‘))

entonces, supuesto que se fijan los puntos singulares, los elementos de
las matrices de monodromia son funciones meromorfas de los 4,,..

Poincaré prueba este resultado partiendo de un punto ordinario de la
ecuacion, z,, y de un sistema fundamental local de soluciones en ese pun-
to con matriz wronskiana en él igual a la identidad. Las soluciones del
sistema local admiten un desarrollo de Taylor en potencias de z - z, con
coeficientes polindmicos en los parametros A,,, la convergencia en los
parametros se obtiene utilizando un teorema de Kowalewsky para ecua-
ciones en derivadas parciales. Se considera ahora un camino y en X \
Sing(F) con origen en z, y por prolongacion analitica se extiende el siste-
ma local a lo largo de v, los nuevos sistemas estan relacionados con el ini-
cial por una matriz cuyas entradas son también funciones enteras de los
parametros, asi cuando se cierra el lazo se obtiene el resultado.

Hamburguer [15] habia desarrollado previamente un algoritmo de
calculo de la monodromia pero fue incapaz de comprobar la convergencia.
Sefialemos por Ultimo que casi veinte afios mas tarde Picard [19] da una
prueba directa de la convergencia del método de Poincaré que no precisa
del teorema de Kowalewsky.

Una vez obtenido el resultado, las soluciones del sistema fundamen-
tal se pueden desarrollar en serie de potencias en los parametros, y al
considerar los coeficientes como funciones racionales de los polos se com-
prueba, por el mismo proceso anterior, que se pueden calcular por cua-
draturas obteniéndose una serie en polilogaritmos.

Aqui llamamos polilogaritmos a una familia de funciones definidas
por recurrencia de la forma siguiente:

Sea un conjunto finito de puntos de la esfera de Riemann PC' ,V sea

U el recubridor universal de PC1 \ X , con punto base 0, si ¢ es un sub-
conjunto de ¥, llamamos L («) a la funcién definida sobre U por:
* L (w=1 sioc=0

Si 0'=(O'1,0'2,"',0',) y llamamos O-,:(O-I’O-Z"“’O.r—l) , entonces:

L] e
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En este momento resulta muy interesante comparar los calculos de
Poincaré con los de Lappo Danielvskii en su solucién al problema de
Riemann - Hilbert, tal como los describe Beauville en su exposicién para
el Seminario Bourbaki [2] (no he tenido ocasién de consultar la obra ori-
ginal). Beauville escribe:

En 1928, el joven matemdtico ruso Lappo Danielvskii propone una aproxi-
macion totalmente diferente; escribe explicitamente las soluciones del sistema
bajo la forma de series de polilogaritmos. El método es tan elegante que no
me resisto a exponerlo aqui.

El método es exactamente el que Poincaré describe en 1880, el tinico
cambio es que la notacién A(x,o,,c,, ,0, ) que Poincaré usa para el po-
lilogaritmo se cambia por L (u), y sin embargo curiosamente Beauville no
lo cita (como ya he indicado no se si lo hace Danielvskii)

El lector no habituado a la forma de escribir de la época, puede que-
dar sorprendido por alguna de las afirmaciones de Poincaré, por ejemplo
cuando afirma que los valores propios de una matriz son un sistema
completo de invariantes de ésta, la afirmacion es obviamente falsa a me-
nos que pensemos que genéricamente todas las matrices son diagonali-
zables y por tanto, genéricamente, es decir para un abierto denso de ma-
trices, la clase de conjugaciéon de una matriz esta determinada por sus
valores propios.

4. Poincaré y el problema de Riemann-Hilbert

En la seccién cuarta de la memoria, y sin destacarlo especialmente
Poincaré se plantea el problema de inversién para ecuaciones de ordenn,
es decir intenta averiguar si dado un grupo de matrices, existe una ecua-
cion diferencial lineal que lo tenga como grupo de monodromia.

Hay dos lineas de trabajo muy importante en la matematica actual en
las que se toca este problema. En la primera se substituye el grupo de mo-
nodromia, demasiado pequeiio para reflejar suficientes propiedades de la
ecuacion, por un grupo mas amplio, el grupo de Galois diferencial, defi-
nido por Picard y Vessiot. Si partimos de una ecuacién diferencial lineal
con coeficientes en un cuerpo K de funciones meromorfas sobre una su-
perficie de Riemann, se puede construir una extension X de este cuerpo
generada por un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién, X con
una derivada que extiende la de K y tal que las constantes para esa de-
rivada son exactamente los complejos. El grupo Gal, (Z, K) de automor-
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fismos de £ que conmutan con la derivada y dejan invariantes los ele-
mentos de K se llama grupo de Galois diferencial de la extension. Como
un automorfismo que conmuta con la derivada y deja invariantes los coe
ficientes de la ecuacion, transforma soluciones en soluciones, el grupo de
Galois diferencial admite una representacion lineal sobre el C - espacio
vectorial de soluciones de la ecuacion. Es decir, asocia un homorfismo
Gal, (£,K) - GL,(C).La imagen de esta representacion:

* Es un grupo algebraico de matrices

» Contiene al grupo de monodromia

+ Si la ecuacion es fuchsiana es exactamente el cierre del grupo de
monodromia en la topologia de Zariski GL (C).

El problema inverso de la teoria de Galois diferencial, consiste en ca-
racterizar los grupos lineales algebraicos que son grupos de una ecuacion
diferencial lineal. Al contrario que el correspondiente problema algebraico,
este ha sido resuelto por J.P. Ramis, C. Mitschi y M.F. Singer, en sus dis-
tintas versiones locales y globales. El libro de Van der Put y Singer [26] es
probablemente la mejor referencia para este problema. Sefialemos tnica-
mente, que dada la forma en que Poincaré aborda el problema con la des-
cripcion explicita de las formulas de inversion, sus resultados son cerrados
para la topologia de Zariski, por lo cual, cuando trabaja con ecuaciones
fuchsianas, esta trabajando de hecho sobre el grupo de Galois diferencial.

Antes de hablar de la segunda linea de trabajo actual conectada con
este problema, el teorema de Riemann-Hilbert, veamos brevemente que
es lo que hace Poincaré.

Poincaré intenta construir un sistema completo de invariantes del
grupo de monodromia de una ecuacion y probar que los coeficientes de la
ecuacion son funcion de los invariantes del grupo. Su método de soluciéon
es indirecto basado en un calculo de dimensiones, que hace contando el
numero de parametros de que dependen los coeficientes de una ecuacion
con singularidades prefijadas y el niumero de invariantes de los genera-
dores del grupo de monodromia correspondiente. Como los invariantes
son funcién de los coeficientes, si el nimero de parametros de que de
penden estos fuera mayor que el de invariantes se podrian invertir en ge-
neral las formulas. Lamentablemente el nimero de parametros de que
efectivamente depende la ecuacién es menor que la dimension del grupo
de monodromia. En consecuencia las formulas no se pueden invertir sal-
vo para orden 2, caso en que ambos numeros coinciden. Ahora bien, es fa-
cil ver que hay singularidades de la ecuacion, las singularidades aparen-

(c) Consejo Superior de Investigaciones Cientificas http://arbor.revistas.csic.es
Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (by-nc)



Monodromia y ecuaciones fuchsianas en la obra de...

tes, que no generan monodromia. Entonces afiadiendo un nimero sufi-
cientemente grande de singularidades aparentes, dice Poincaré, el nu-
mero de parametros de la ecuacion supera la dimension del grupo. En-
tonces las formulas se pueden invertir siempre que se admita la
presencia de suficientes singularidades aparentes.

Los problemas que obvia Poincaré son los siguientes:

+ Necesita una clasificacion médulo cambio analitico de variables de
las ecuaciones diferenciales lineales, que le permita describir las
componentes del espacio de moduli, y calcular efectivamente sus
dimensiones.

+ No puede limitarse a considerar el caso en que cada matriz de mo-
nodromia es diagonalizable, que al fin y al cabo es genérico, sino
que necesita que todas estas matrices sean simultaneamente dia-
gonalizables y esta condicién ya no es genérica. Por tanto el calcu-
lo de la dimension del grupo de monodromia no esta suficiente-
mente justificado.

+ La coincidencia de las dimensiones del espacio de ecuaciones con
singularidades prefijadas y el grupo de monodromia, no garantiza
que las formulas de la aplicacién que asocia a cada ecuacion su gru-
po sean inversibles.

De todos modos mereceria la pena desarrollar de modo formal y sin
lagunas el programa que traza Poincaré en esta seccion, sobre todo por
su conexion con el llamado problema de Riemann-Hilbert.

Para explicar brevemente en que consiste este problema y su cone-
xion con el trabajo de Poincaré, debemos volver a la ecuacién diferencial
lineal de orden n, F(y)=0 de tipo Fuchs, tomar el conjunto Sing (F) = {z,,
2, -+, 2,} de sus singularidades, y construir el grupo de Poincaré, [1, (P}
\ Sing(F)). Este grupo admite como generadores lazos basados en que en-
cierran cada uno una sola singularidad y son tales que

YV 71 =1

Las matrices de monodromia correspondientes a estos lazos verifican que
MM, ---M =1

Entonces el problema de Riemann - Hilbert consiste en averiguar si
todo sistema de matrices Wl, M,, -, Mr} con producto identidad se

puede obtener de esta forma, es decir las son las matrices de los genera-
dores del grupo de monodromia de una ecuacion diferencial lineal.
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La historia de este problema esta bien recogida el texto de Hille [17]
o en el articulo ya citado de Beauville [2], por lo cual no la detallaremos
aqui. Digamos Unicamente, que si se pueden efectuar correctamente los
calculos de Poincaré, no solo se resuelve el problema inverso de la teoria
de Galois diferencial para ecuaciones fuchsianas, es claro que se resuel-
ve también el problema de Riemann-Hilbert. De hecho la solucion de
Lappo Danielvskii de este problema utiliza amplios fragmentos del tra-
bajo de Poincaré como ya hemos indicado.

Mas aun Treibich [25] corrige un error presente en los trabajos de
Plejmelj [20] y Birkhoff [3] sobre el problema de Riemann - Hilbert. Ese
error es el de admitir la diagonalizacion simultanea como una propiedad
genérica, que es casualmente el mismo que muchos afios antes habia co-
metido Poincaré. Estas dos observaciones son muestra suficiente de la in-
fluencia, no reconocida, de la obra de Poincaré en el trabajo de los pri-
meros a que se atribuyen soluciones parciales del problema de Riemann
- Hilbert.

5. Existencia de ecuaciones de tipo dado y el problema de la
uniformizacion

Coémo el problema de encontrar ecuaciones con singularidades y mo-
nodromia prefijada, y sin singularidades aparentes solo se puede resol-
ver, segun Poincaré, en dimension dos, y ademéas Poincaré quiere encon-
trar ecuaciones con monodromia prefijada y singularidades regulares, no
le queda mas remedio que precisar su clasificacion de las ecuaciones li-
neales y demostrar que en toda clase hay una ecuacion de tipo Fuchs. El
resto de la cuarta memoria de Acta esta dedicado a este objetivo.

Poincaré se limita, como ya hemos sefialado, a ecuaciones de segundo
orden sobre una superficie de Riemann compacta, a las que supone sin tér-
mino en 2’ porque aplica la transformacién de Tschirnhdusen, esto es a:

2

d
1] ﬁ = z9(x,y)
vix,y) = 0

donde ¢ (x,y) es una funcion racional y y(x,y) un polinomio. Dos de estas
ecuaciones son equivalentes, es decir pertenecen al mismo tipo, si difie-
ren en una transformacién birracional de la superficie de Riemann.
Como hay un modelo birracional no singular, médulo un cambio de va-
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riable birracional, se puede suponer que localmente en cada punto de la
curva y es funcién holomorfa de x. Ahora dos ecuaciones que se escriben:

d*z d*z
—=z¢(x,), —=z¢(x
= 20(x) = z20(x,)

seran equivalentes cuando difieran en una transformacion de Mébius ge-
neral:

_ax; +b

= , ad —bc=1
cx, +d

Xy

Una vez escrita en esta forma la ecuacion no tiene mas singularida-
des que las estrictas, en cada singularidad la ecuacién tiene una ecuaciéon
determinantal asociada de segundo grado, las raices de esa ecuacion se
llaman exponentes caracteristicos de la singularidad, y son invariantes
del tipo de la ecuacion.

Poincaré llama fuchsianas a las ecuaciones de segundo orden en las
que, por inversion, x es una funcion fuchsiana del cociente de las dos so-
luciones. Y llama tipo fuchsiano a una clase birracional de ecuaciones ta-
les que para uno cualquiera de sus representantes, la diferencia entre los
exponentes caracteristicos sea de la forma 1/n con n entero, y que o bien
el género g de la superficie de Riemann se mayor o igual que dos o que
sea menor que dos y:

206,. <2q+p-2

I<i<p

donde p es el nimero de singularidades de la ecuacion, y o es el valor ab-
soluto de la diferencia entre los exponentes caracteristicos de la singula-
ridad i-ésima.

La prueba de que cada tipo fuchsiano contiene una ecuacion fuchsia-
na, no esta completa y este resultado que lleva consigo la uniformizacion
de curvas de genero mayor o igual que dos por funciones automorfas fue
considerado conjetura hasta que en 1907 el propio Poincaré [22] y Koebe
[13] dieron independientemente la prueba definitiva.
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Notas

Notas sobre la memoria de H. Poincaré «Sur les groupes des equations line-
aires» terminada de escribir el 20 de octubre de 1883 y publicada en el tomo 4 de
Acta Matematica (pp. 201-311) el 9 de febrero de 1884.
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