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En este trabajo trataremos de responder las siguientes preguntas: 1.
:Qué entendemos por «logica» de una teoria fisica? 2. ;Cudl es la ldgica de
la fisica cldsica? 3. ;Como se puede construir una logica basada en la meca-
nica cudntica? 4. ;Para qué sirve y para qué podria servir la logica cudnti-
ca? Para ello, empezaremos estudiando la logica de un sistema cldsico sen-
cillo. Después introduciremos la logica cudntica propuesta por Birkhoff y
von Neumann. Terminaremos describiendo tres ejemplos (el teorema de
Kochen-Specker, el programa de las escuelas de Harvard y Ginebra, vy el pro-
grama de Putnam) que ilustran los éxitos, expectativas y fracasos de la ldgi-
ca cudntica.

1. Introduccion

John Bell, uno de los més penetrantes investigadores de la mecédnica
cuantica (MC), decia que todo el vasto campo de la légica cuantica (LC)
habia surgido por el mal uso de la palabra «medicién» [1]. Hablar del
«resultado de una medicién» sugiere que éste revela alguna propiedad
preexistente. Si uno piensa asi, entonces es razonable esperar que los re-
sultados de los experimentos cuanticos obedezcan la légica comun, y re-
sulta sorprendente descubrir que no lo hacen. Esta visién del origen de
la LC es demasiado simplista. Bell creia que los resultados de los experi-
mentos cudnticos estaban determinados por el estado del sistema fisico
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sobre el que se realiza la medicién y por el estado del aparato de medida,
y que cuando se tuviese en cuenta este tltimo, las dificultades de inter-
pretacion de la MC cesarian y la llamada LC se convertiria en la légica
comun que rige en los sistemas fisicos clasicos. Hoy la opinion mayorita-
ria entre los fisicos es que esto no es asi. Hoy creemos que los resultados
de los experimentos cudnticos no estan predeterminados de ninguna ma-
nera, ni siquiera por el estado conjunto sistema-aparato de medida, y que
la MC es una teoria completa en el sentido de que dice todo lo que se pue-
de decir sobre los resultados de una «medicién». En cuanto a la L.C, su
historia es tan rica, que hacer un simple recuento de todas las tentativas
para desarrollar «égicas no-clasicas» inspiradas en la MC seria una la-
bor titanica. Hemos pues de limitar nuestras aspiraciones.

En este trabajo nos conformaremos con dar respuesta a las siguientes
preguntas: (1) ;Qué queremos decir cuando hablamos de la «légica» de
una teoria fisica? (2) ;Cudl es la légica de la fisica clasica? (3) ;Cémo se
puede construir una légica basada en la MC? (4) ;/Para qué sirve y para
qué podria servir en el futuro la LC?

La légica, en general, estudia la estructura de los enunciados de un
lenguaje, con independencia de su contenido. Investiga una serie de no-
ciones —consistencia, validez, implicacién y similares— aplicadas a tales
enunciados. Como herramientas, usa extensamente la simbolizacion y el
dlgebra; en particular, investiga qué estructuras algebraicas poseen los
conjuntos de enunciados.

En la légica de una teoria fisica, el lenguaje» estda formado por todos
los posibles enunciados permitidos por esa teoria acerca de las propie-
dades o de los resultados de los experimentos sobre un sistema fisico. Todo
esto quedara mas claro a medida que avancemos.

En este trabajo llamaremos ldgica cldsica a la estructura algebraica
caracteristica del conjunto de las proposiciones cldsicas asociadas a un
sistema fisico clésico (i.e., cuya descripcién no requiere la MC). Tal es-
tructura captura de una manera esencial los conceptos de «<magnitud fi-
sica», «propiedad», y «espacio de fases» propios de la fisica cldsica. En la
Sec. II veremos cudl es la légica de un sistema clésico sencillo. Con ello
perseguimos: (a) Entender cudles son los objetivos de la légica, como tra-
baja y qué elementos maneja. (b) Introducir notacién y vocabulario. (c)
Ver en qué sentido una estructura algebraica permite capturar de ma-
nera esencial la informacién que proporciona la fisica cldsica sobre un
sistema particular. (d) Tener una referencia que nos permita establecer
cuéles son las diferencias entre la légica clasica y la LC.

Bajo el nombre de logica cudntica o aproximacion légico-algebraica a
la MC se retnen diversos esfuerzos tedricos que tienen en comun el ob-
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jetivo de lograr una sintesis algebraica de la MC, o bien que hacen uso de
estructuras algebraicas para abordar ciertos problemas de la MC, en par-
ticular su interpretacién, su relacién con la fisica clasica, y la posibilidad
de que exista una teoria mas general. La idea que subyace en esas ten-
tativas es que cualquier teoria fisica se caracteriza no sélo por su formu-
lacién matematica, sus relaciones epistemolégicas, y su interpretacion,
sino también por un aspecto que ha pasado casi siempre desapercibido:
su estructura algebraica. Asi, estos esfuerzos buscan las soluciones a los
problemas de la MC investigando sus estructuras légicas.

La LC nace con un trabajo de Birkhoff y von Neumann publicado en
1936. En la Sec. III describiremos este trabajo y las estructuras alge-
braicas a que da lugar. Esa seccidon es bastante técnica y requiere cierta
familiaridad con el formalismo habitual de la MC.

El trabajo de Birkhoff y von Neumann estimuld, especialmente en los
anos 60 y 70, todo un programa de investigacién. En un intento de resu-
mir los objetivos y el desarrollo de este programa —de ramificaciones la-
berinticas—, he elegido tres ejemplos que, en mi opinidn, ilustran los éxi-
tos, expectativas y fracasos de la LC, y he tratado de sintetizar el estado
actual de cada una de esas empresas.

El teorema de Kochen y Specker, del que nos ocuparemos en la Sec.
IV A es un ejemplo de cémo la LC impone severas limitaciones a las po-
sibles interpretaciones de la MC. En este sentido, es un «éxito» de la LC
(aunque se puede reformular y entender sin necesidad de ella).

El trabajo de las escuelas de LC de Harvard (representada por Mac-
key y Maczynski) y Ginebra (representada por Finkelstein, Jauch y Pi-
ron), del que trata la Sec. IV B, es un ejemplo de un programa incomple-
to inspirado en la LC de Birkhoff y von Neumann. Estas escuelas
pretenden obtener una reformulacién algebraica «completa» de la MC,
con la esperanza de que tal reformulacion —de existir— proporcione pis-
tas sobre las estructuras légicas de una —todavia inexistente— teoria
mas general. Es un ejemplo de qué cosas quedan por hacer en LC.

Por ultimo, el trabajo de Putnam (de 1969), del que nos ocuparemos
en la Sec. IV C, es un ejemplo de cémo la LC ha suscitado determinadas
expectativas que finalmente han quedado sin concreciéon clara o se han
demostrado infundadas.

Mas alla de sus éxitos y fracasos, hoy por hoy la LC constituye una
formulacién (incompleta) de la MC, alternativa a la usual mediante es-
pacios de Hilbert, y como tal es un marco natural en el que estudiar cier-
tos problemas.

Finalmente, en la Sec. V, sugeriremos una serie lecturas adicionales
para profundizar en los diferentes aspectos de la LC.
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2. La logica de la fisica clasica

A. La légica de las proposiciones de un sistema cldsico sencillo

Para entender cudles son los objetivos y las herramientas de la légica
aplicada a las teorias fisicas, vamos a empezar por estudiar la légica de
un sistema clasico. Consideremos un sistema sencillo formado por dos in-
terruptores (a los que llamaremos «primero» y «segundo»;, cada uno de los
cuales s6lo puede estar o «encendido» o «apagado». Una proposicion cldsi-
ca es un enunciado —necesariamente «verdadero» o «falso»— acerca de
las propiedades del sistema. Por ejemplo, una proposiciéon es «el primer in-
terruptor estd encendido» (proposicién que en esta seccién denotaremos
por A), otra es «el segundo interruptor estd encendido» (proposicién que
denotaremos por B). Ademas, esas proposiciones estdn ligadas por los sig-
nos, -, A y v (que reciben el nombre de functores logico-proposicionales o
functores veritativos), que representan, respectivamente, «negacién» (por
ejemplo, —A representa la proposicién «el primer interruptor no esta en-
cendido»), «conjuncién» (por ejemplo, AAB representa la proposicion «el
primer interruptor estd encendido y el segundo interruptor esta encendi-
do»), y «disyuncién no excluyente» (por ejemplo, AvB representa la propo-
sicién «el primer interruptor estd encendido o el segundo interruptor esta
encendido», que sdlo es falsa si ambos interruptores estan apagados).

Por otro lado, el estado del sistema se puede caracterizar mediante un
punto en un espacio de fases S. Un hecho interesante es que cada una de
las proposiciones se puede identificar como un subconjunto de S. En nues-
tro ejemplo, el espacio de fases puede ser un simple cuadrado dividido me-
diante dos ejes cartesianos en cuatro cuadrantes. La proposiciéon A se pue-
de identificar con los dos cuadrantes que estan por encima del eje x,
subconjunto de S que llamaremos Sa. De igual modo, —A se puede identi-
ficar con los dos cuadrantes que estdn por debajo del eje x, subconjunto
que llamaremos Sa. B se puede identificar con los cuadrantes que estdn a
la derecha del eje y, subconjunto que llamaremos Sz. —B se puede identi-
ficar con los cuadrantes que estdn a la izquierda del eje y, subconjunto que
llamaremos Sa. De hecho, siempre es posible identificar cualquier sub-
conjunto imaginable de S con una proposicion. Reciprocamente, cualquier
proposicion imaginable siempre se puede representar mediante un sub-
conjunto de S. Por ejemplo, el subconjunto Sa n Sp representa la proposi-
cién AAB; el subconjunto Sa w Sa representa la proposicion AvB.

En el sistema de los dos interruptores podemos distinguir 16 proposi-
ciones esencialmente diferentes, niimero que coincide con el nimero de
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subconjuntos S. Atendiendo al tipo de subconjunto que representa cada
proposicién, podemos clasificar las 16 proposiciones en 6 tipos:

1. La proposicién representada por el espacio de fases completo es la
proposiciéon idénticamente verdadera, que representaremos por I. Siem-
pre es verdadera. Hay muchas maneras de definirla (por ejemplo, Av—A,
o Bv—-B), pero todas ellas son equivalentes (i.e., todas se representan por
el mismo subconjunto, SaUSa = SsuUSE = 9).

2. Proposiciones representadas por tres cuadrantes de S. Son cuatro:
AvVB (representada por Sau Sg), Av—B (representada por Sa U Sp), —AvB
(representada por Sa Sa), y ~Av—B (representada por Sa\ Sg).

3. Proposiciones representadas por dos cuadrantes opuestos de S.
Son dos: (AvB) A (wAv—B) [representada por (Sa U Ss) N (Sa uSe)l y
(Av—B)A(—AVB) [representada por (SauSs) N (Sau Ss)].

4. Proposiciones representadas por dos cuadrantes contiguos de S.
Son proposiciones que especifican completamente el estado de uno de los
dos interruptores y no dicen nada sobre el estado del otro. Son cuatro: A
(representada por Sa), —A (representada por Sa), B (representada por
Sg), y =B (representada por Sg).

5. Proposiciones representadas por un cuadrante de S. Son las propo-
siciones que especifican completamente el estado de ambos interruptores.
Se llaman también proposiciones atomicas. Son cuatro: AAB (representa-
da por Sa N Sn), Ar—B (representada por Sa N Sp), —AAB (representada
por San Sp), y ~AA—B (representada por San Sa).

6. La proposicién representada por el conjunto vacio, &, es la proposi-
cién idénticamente falsa. Es siempre falsa. Hay muchas maneras equiva-
lentes de formularla; por ejemplo, Ar—A (representada por SanSa =) o
BA—B (representada por S S = ).

Esta identificacién entre proposiciones y subconjuntos se puede llevar

aun mas lejos. Entre los diferentes subconjuntos del espacio de fases se pue-

de definir una relacién de inclusion. Por ejemplo, (Sa m Ss) < Sa. Paralela-
mente, existe una relacion de «inclusion» entre las propiedades del sistema:
la propiedad «encendidos» de los dos interruptores es un caso particular de la
propiedad «encendido» del primer interruptor. Por ultimo, existe ademas una
relacion paralela de implicacion logica entre las correspondientes proposi-
ciones: la proposicién AAB («el primer interruptor esta encendido y el segun-
do interruptor estd encendido») «<implica» la proposicion A («el primer inte-
rruptor esta encendido»). Pongamos otro ejemplo. La relacion entre conjuntos
Sa c(Sa U Sh), se traduce en la relacion entre propiedades: la propiedad «en-
cendido» del primer interruptor es un caso particular de la propiedad «en-
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cendido» de al menos uno de los interruptores; y en una relacion entre pro-
posiciones: A («el primer interruptor esta encendido) implica AvB («el primer
interruptor esta encendido o el segundo interruptor esta encendido»).

Diremos que una proposicion P implica otra @, o abreviadamente P >=@,
cuando @ es verdadera en todos los estados en los que P es verdadera.

Con todo esto lo que queremos subrayar es que hay al menos tres des-
cripciones diferentes de un sistema fisico (espacio de fases, propiedades,
proposiciones), que comparten una estructura comun. Esa estructura
«contiene»:

(i) Las relaciones de inclusion entre todos los subconjuntos del espa-
cio de fases.

(ii) Las relaciones de «inclusion» entre todas las propiedades del sistema.

(iii) Las relaciones logicas entre todas las proposiciones que se pue-
den formular sobre ese sistema.

En ese sentido, esa estructura comun contiene «lo esencial» de ese sis-
tema descrito por la fisica clasica. Esa estructura es una estructura al-
gebraica. El objetivo de la légica aplicada a una teoria fisica es encontrar
las estructuras que «capturan» lo esencial de la teoria.

B. Algebras booleanas

La estructura algebraica caracteristica del conjunto de las proposicio-
nes de cualquier sistema cldasico es un algebra booleana.

Diremos que & es un dlgebra booleana si & = {S, v, A, -}, donde S es
un conjunto que contiene al menos dos elementos (S y &), v y A son ope-
raciones entre dos elementos de S, y — es una operacion sobre un ele-
mento de S, que satisfacen las siguientes identidades, VA, B, C € S,

AvVB = BVA, (1a)

AAB = BAA, (1b)
Av(B\VC) = (AvB)vC, (1¢)
AN(BAC) = (AAB)AC, (1d)
AV(AAB) = A, (1le)
AA(AVB) = A, (1f)
AA(BVC) = (AAB) v (ARC), (1g)
Av(BAC) = (AvB) A (AVC), (1h)
Av(BA—-B) = A, (11)
AA(Bv—-B) = A. (13)
(c) Consejo Superior de Investigaciones Cientificas http://arbor.revistas.csic.es
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Esta definicién de dlgebra booleana, a costa de una cierta redundan-
cia, muestra claramente la simetria entre las operaciones v y A. Las iden-
tidades (1a) y (1b) dicen que v y A, respectivamente, son conmutativas.
(1¢) y (1d) dicen que v y A, respectivamente, son asociativas. (1e) y (1f) se
conocen como axiomas de absorcion. (1g) indica que A es distributiva res-
pecto a v; (1h) indica que v es distributiva respecto a A. (1i) y (1j) contie-
nen las propiedades de la operaciéon —.

En particular, el algebra booleana caracteristica del sistema formado por
los dos interruptores se llama £16, donde el subindice sefiala el nimero de
elementos (proposiciones esencialmente diferentes) que forman el conjunto.

Una propiedad de esta estructura, muy importante para la légica, es
la siguiente: Cualquier algebra booleana & = (S, v, A, —} admite siempre
una funcién f: S — {0, 1} tal que VA, B € S,

f(AvB) = f (A) v f (B), (2a)
f(AAB) = f (A) A f (B), (2b)
f(RA) =~f (A). (2c)

Si interpretamos que 0 y 1 significan «falso» y «verdadero», entonces
cada una de estas funciones f proporciona una manera sistemdtica de
asignar estos valores a todas las proposiciones del algebra booleana. Por
ejemplo, &16 sélo admite cuatro funciones de ese tipo. Cada una de ellas
corresponde a un estado posible del sistema.

3. La logica de la fisica cuantica

A. La logica de Birkhoff y von Neumann

En esta seccién supondremos cierta familiaridad con el formalismo ha-
bitual de la MC. Los objetos béasicos de la MC son el espacio de Hilbert # de
los estados y sus operadores autoadjuntos asociados. El objeto bésico del
enfoque 16gico-algebraico es la estructura algebraica del conjunto de todas
las proposiciones del sistema. Esta estructura no es unica, pues depende
de qué se elija como proposiciones y como se definan las operaciones en-
tre ellas. La primera LC es obra de Birkhoff y von Neumann |4], y es en
la que se han basado la mayor parte de los desarrollos posteriores.

Birkhoff y von Neumann consideran que las proposiciones cuanticas
(también llamadas preguntas si-no, preguntas experimentales, o eventos
cudnticos) son los elementos del conjunto formado por todos los subespa-
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cios cerrados del espacio de Hilbert, conjunto que denotaremos por S(#).
Este conjunto es equivalentemente al de todos los proyectores sobre #.
Sobre este conjunto, Birkhoff y von Neumann proponen las siguientes de-
finiciones, en analogia con las operaciones de la logica clasica.

1. Una proposicién A implica otra B, A =B, si V estado V tal que
Proby (A) = 1 ocurre que Prob» (B) = 1; i.e., B es cierta en todos los es-
tados en los que A es cierta. Esto es equivalente a que #4 sea un subes-
pacio cerrado de #s. El andlogo clésico es Sa € Sp. Si B y B son los pro-
yectores asociados, A > B es equivalente a

Py Py = Ps Py = By, (3)
que se denota por Pi>Ps. Ay B son equivalentes si A> By B> A.

2. La proposicién idénticamente falsa corresponde con el operador
nulo 0, que transforma cualquier vector de # en el vector nulo 0. La propo-
sicién idénticamente verdadera corresponde con el operador identidad [,
que deja invariante cualquier vector de #. Cualquier proyector Py satis-
face 0> Py > [ . El andlogo clédsico es @ € Sae S.

3. SiA es una proposicion, la proposiciéon —A (no A) se define exigiendo
que V estaflo V , Probp (=A) = 1 < Proby (A) = 0. Esto es equivalente a
#-4 = (#4)7, lo cual determina un tnico proyector P4 que representa a —A:

N N N

Pa=1 ~ Py (4)
lo cual implica que V 17
Probg (A) + Probp (—-A) = 1. (5)

El analogo clédsico es S-4 =8 - Sa. Al contrario de lo que ocurre en el caso
clasico, la definicién cudntica tiene la peculiar propiedad de que A puede ser
falsa en un estado t? sin que ello implique que —A sea cierta. A falsa quie-
re decir Proby» (A) < 1; —A cierta quiere decir Probg (A) = 0. Esta peculia-
ridad proviene de: (i) la existencia de superposiciones lineales de vectores
propios de By; y (ii) la insistencia en tener una légica bivaluada (verdade-
ro-falso), en lugar de una trivaluada (verdadero-falso-indeterminado).

4. Lg proposicién AAB se define exigiendo que Probg» (AAB) =1 en un
estado y* < Probyp (A) =1y Proby (B) = 1. Esto quiere decir,

(c) Consejo Superior de Investigaciones Cientificas http://arbor.revistas.csic.es
Licencia Creative Commons 3.0 Espafia (by-nc)



Introduccién a la légica cuantica

HAnB = FA N Fp. (6)

Esta definicién resulta bastante natural expresada en términos de
subespacios. Sin embargo, no hay una manera sencilla de trasladarla al
lenguaje de los proyectores, ya que no existe una forma sencilla de escri-
bir el proyector sobre el subespacio #a.s en términos de los proyectores
Psy Ps. En el caso particular de que Py Pp sean conmutativos, el pro-
yector que representa la proposicion AAB es

PanPp =Py Ps. (7)

El andlogo clasico es Sas = Sa N SB.

5. La proposicion AvB se define como el proyector sobre el menor su-
bespacio lineal cerrado que contiene tanto a %4 como a #a,

HaB = Fa D #n. (8)

A primera vista, una definicién maés razonable de AvB seria el pro-
yector sobre el subespacio #a U #3; sin embargo, éste no es un subespa-
cio lineal de #. Otra posible definicién de AvB podria haber sido el pro-
yector sobre el subespacio #4 @ #a; sin embargo, en el caso de # infinito,
#a © #B puede no ser un subespacio cerrado. Como en el caso de AAB, no
hay una manera sencilla de escribir el proyector sobre #4.58. En el caso
particular de que By Pg sean conmutativos, el proyector que representa
la proposicion AvB es

PivPp = Py+Pp-PyPp. (9)
El analogo cldsico es Sa.B = Sa U SB.

El hecho de que dos observables cudnticos no sean siempre compatibles
(i.e., que no se puedan medir simultdneamente sin perturbarse), que se
traduce en el formalismo matemadtico en que los correspondientes opera-
dores autoadjuntos no conmutan, se refleja en que la estructura algebrai-
ca del conjunto de las proposiciones asociada con las definiciones anterio-
res de A y v no es distributiva. Esto se puede ver de una manera sencilla
con ayuda de un ejemplo. Sean #;» y #;» los subespacios unidimensiona-
les de un espacio de Hilbert bidimensional %, subtendidos por (i.e., for-
mados por todos los multiplos complejos de) los vectores linealmente in-
dependientes \Z y \I/—: , respectivamente, y ¢ cualquier combinacién lineal
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no trivial de 17/]) y q_/: Entonces #y N (#p» © #) es simplemente %7 (por-
que #» © #p = %), mientras que Fy N #p) © (FF N Fp,) es el subespa-
cio nulo (porque los subespacios a ambos lados del ® son nulos).

El origen de muchas de las propiedades extrafnas, no clésicas, de la
MC puede rastrearse hasta esta propiedad no-distributiva de la estruc-
tura légica de las proposiciones cudnticas.

B. Estructuras algebraicas de la légica cudntica

Ya hemos visto qué la estructura algebraica de S(®) no es distributi-
va, pero todavia no sabemos cudl es su estructura caracteristica. Para
ello necesitaremos una serie de definiciones previas.

A4 =1{S, <} es un conjunto parcialmente ordenado (poset) si S es un con-
junto no vacio y < es una relacion reflexiva, transitiva y antisimétrica en-
tre algunos elementos de S (pero no necesariamente todos). Si tal rela-
cién existe entre cualquier pareja de elementos de S, se dice entonces que
A es un conjunto totalmente ordenado.

Si A y B son elementos de S, puede existir otro elemento C tal que

A<CyB<C; (10a)
siA<DyB<D=Cx<D. (10b)

El elemento C es el supremo de {A, B}, que equivale a AvB. De igual
manera puede existir un elemento E tal que

E<AyE<B; (11a)
siF<AyF<B=F<E. (Ilb)

El elemento E es el infimo de {A, B}, que equivale a AAB.
Un poset puede tener un elemento mdximo, 1, o un elemento minimeo,
0, o ambos, tales que VA € S,

0 <A, (12a)
A<1. (12b)

Un poset se dice complementado si tiene un maximo, un minimo, y
VAeS3A‘eS tal que

1
AvAl =1, (13a)
ArAT = 0. (13b)
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Un poset se dice ortocomplementado si es complementado y VA € S,

AH = A, (14a)
A<B=B'<A" (14b)

Entre los elementos de un poset ortocomplementado se puede definir
una relacién de ortogonalidad mediante la siguiente condiciéon:

AlBsA<B. (15)
Llamaremos identidad ortomodular a
A <B=B=Av (BrA"). (16)

Un poset 4 es ortocompleto si es ortocomplementado y cada pareja de
subconjuntos de S mutuamente ortogonales tiene un supremo.

Un poset 4 es ortomodular si es ortocompleto y cumple la identidad
ortomodular.

Un poset A4 es un reticulo si cada pareja de elementos de S tiene un
supremo y un infimo. Cualquier reticulo satisface las propiedades con-
mutativas, asociativas y de absorcion de un algebra booleana (pero no ne-
cesariamente las propiedades distributivas). Si ademas satisface las pro-
piedades distributivas diremos que se trata de un reticulo distributivo.
Un reticulo distributivo ortocomplementado es un reticulo booleano o al-
gebra booleana.

Con este vocabulario ya podemos decir cudl es la estructura del con-
junto de las proposiciones cuanticas con las definiciones propuestas por
Birkhoff y von Neumann. S(#) es un reticulo, parcialmente ordenado por
inclusién, y tal que para cualquier pareja de subespacios existe un su-
bespacio mayor que es comun a ambos, y un subespacio menor que los
contiene a ambos. # es el maximo y el subespacio nulo es el minimo. El
cierre del conjunto de vectores ortogonal a un cierto subespacio forma el
correspondiente subespacio ortogonal, que es el ortocomplemento del su-
bespacio original. Por tanto, S(®) forma un reticulo ortocomplementado
pero no distributivo.

Otra caracterizacién alternativa de la estructura algebraica de S(%)
se obtiene tras las siguientes definiciones.

Sea 7 = {&; : i € N} una familia numerada (y puede que infinita) de
algebras booleanas: &; = (S, v, A, —}. Z es una variedad booleana

sii,je N=>3k € Ntal que Si S = Si; (17a)
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Vi, jeN,
0.=0y (17b)
1=1;; (17¢)
siA, BeSinS;=>
AviB = Av;B, (17d)
AAB = AAB, (17e)

7 es un dlgebra parcialmente booleana si es una variedad booleana y VA,
B,Ce (S}, sid,j,ke Ntalque AL Be S; BCeS;;C,AeSkt=>3ImeN
tal que A, B, C € Sp.

En resumen, un dlgebra parcialmente booleana es un conjunto de
dlgebras booleanas pegadas juntas de una forma consistente, de mane-
ra que cuando se superponen dos o mas de ellas, sus operaciones estan
en concordancia entre si. S(#) también es un dlgebra parcialmente boo-
leana.

4. Exitos y fracasos de la légica cuantica

A. El teorema de Kochen-Specker

En 1960, en un breve articulo titulado «La légica de las proposiciones
que no son decidibles simultdneamente» [36], Specker se pregunta:
«puede ampliarse la descripcién de un sistema mecanocuantico (...) de
manera que la légica clasica de las proposiciones sea vélida en el domi-
nio ampliado?». Pregunta que, en el lenguaje introducido en la seccion
anterior, es equivalente a «;puede ampliarse un algebra parcialmente bo-
oleana de manera que sea inmersible en un algebra booleana?». Specker
contesta: «La respuesta a esta pregunta es negativa excepto en el caso de
espacios de Hilbert (...) de dimensiones 1 y 2». La imposibilidad de tal in-
mersion para espacios de mds de dos dimensiones es consecuencia del he-
cho de que no existe tal inmersion en el caso tridimensional. Tal inmer-
sién requeriria que fuese posible establecer una correspondencia f entre
el conjunto de todos los subespacios de un espacio vectorial tridimensio-
nal y un dlgebra booleana, de manera que para cada pareja A, B de su-
bespacios:
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f(AAB) = f (A) A f (B), (18a)
f(AvB) = f(A) v f(B), (18b)
f (@) =0, (18c)
@) =1 (18d)

El dlgebra booleana de dos elementos (aquélla en la que S = {J, S}) es
la imagen homeomorfica de cualquier algebra booleana. Eso hace que sélo
exista esa inmersién si es posible asignar uno de los valores 0 («falso») y 1
«verdadero») a todos los subespacios lineales de un espacio vectorial tridi-
mensional, de manera que: (i) al espacio completo se le asigne 1, y al espa-
cio nulo 0; (ii) si A y B son subespacios ortogonales, entonces a su inter-
seccion AAB se le asigna el valor 1 sé6lo si A y B valen 1; y (iii) a su
combinacién lineal, AvB, se le asigna el valor 1, si el valor 1 se le asigna al
menos a uno de sus subespacios A, B. Specker concluye: «<Un argumento
geométrico elemental muestra que tal asignacién es imposible». Siete anos
ma4ds tarde, en colaboracién con Kochen, publicaron el primer ejemplo expli-
cito de un conjunto de (j117!) subespacios unidimensionales de un espacio
tridimensional sobre el que es imposible completar tal asignaciéon [22].

Esta imposibilidad es lo que se conoce como el teorema de Kochen-
Specker, que se puede formular como sigue: Si {A;} es un conjunto de d su-
bespacios lineales unidimensionales mutuamente ortogonales de un es-
pacio de Hilbert # de dimensidon d > 3, no existe una funcién f entre S(%)
y el algebra booleana Z2 (la formada sélo por los elementos 0 y 1) tal que:

d d
Uf(Ai)=f(UAi)=f(7P’)=1y (19a)
i=1 i=1

FAY A f(A)=f(Ain A)=f (D) =0, Vi #. (19b)

Lo que, en términos de proyectores equivale a decir que dado un con-
junto de proyectores unidimensionales mutuamente ortogonales, la fun-
cion f debe asignar el valor 1 (»verdadero») a exactamente uno de esos
proyectores, y el valor cero («falso») a los otros d-1.

La demostracion mas sencilla de que tal asignaciéon es imposible re-
quiere so6lo 18 subespacios unidimensionales de un espacio tetradimen-
sional [5-7]. Esta contenida en la siguiente tabla:

1000 1111 1111 1000 1001 1001 1111 1111 1001
0100 1111 1111 0010 0100 1111 1100 0101 0110
0011 1100 1010 0101 0010 1111 0011 1010 1111
0011 0011 0101 0101 1001 0110 1111 1111 1111
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La tabla consta de 9 columnas, en cada columna hay 4 vectores mutua-
mente ortogonales. En total hay 36 vectores pero sélo 18 distintos. La nota-
cién es la siguiente: 0011 representa el vector (normalizado) —jz- 0, 0,1, -1).
Cada vector representa el proyector sobre el subespacio engendrado por
ese vector. Es imposible asignar los valores uno y cero siguiendo las re-
glas mencionadas antes. Para verlo, s6lo hay que fijarse en que cada vec-
tor aparece exactamente en dos columnas, de manera que el nimero to-
tal de unos deberia ser par, mientras que el nimero de columnas (y por
tanto, de unos) es nueve.

Este resultado se interpreta habitualmente diciendo que los experi-
mentos sobre un sistema cuantico no tienen resultados predefinidos. O
ma4ds exactamente, que tales resultados, si estuviesen predefinidos serian
contextuales; es decir, que el resultado de medir el proyector A; depen-
deria de si se mide conjuntamente con unos u otros proyectores.

Recientemente se ha cuestionado el teorema de Kochen-Specker en
base al siguiente resultado: si bien la asignacién es imposible para el con-
junto de todos los subespacios unidimensionales, si es posible para cier-
tos subconjuntos densos de subespacios [12]. Esto se interpreta de la si-
guiente manera: dado que la precision de cualquier medicién es
necesariamente finita, ningin experimento permitiria distinguir entre el
conjunto total y esos subconjuntos densos; por tanto, es posible que la na-
turaleza «conspire» de manera que cuando se le pregunta por alguna de
las proposiciones no incluidas en el conjunto denso, ella da la respuesta
predefinida a una pregunta distinta (pero infinitamente préxima) [25,
21]. De hecho, ya se han construido modelos explicitos en los que casi to-
das las proposiciones tienen resultados predefinidos y cuyas predicciones
son indistinguibles de las de la MC [8].

B. El programa de las escuelas de Harvard y Ginebra

Bajo el nombre de enfoque axiomdtico de la LC se reunen toda una se-
rie de trabajos de Mackey [23], Maczynski [24], Finkelstein [9], Jauch
[20], y Piron [26,27] que esencialmente son una elaboracién de las ideas
de Birkhoff y von Neumann. La pregunta inicial que se hacen estos au-
tores es la siguiente: En el supuesto de que todas las caracteristicas del
espacio de Hilbert (que lo son también de la MC) puedan quedar refleja-
das en una estructura algebraica; esto es, que fuese posible una recons-
truccion algebraica completa de la MC. ;Qué se ganaria con esa refor-
mulaciéon? Una posibilidad atractiva consistiria en que se obtuviese una
mejor perspectiva de cual es la relacion de la MC tanto con la mecanica
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clasica como con aquellas hipotéticas teorias que fuesen a suceder a la
MC. ;Pero c6mo se puede decir algo til sobre una teoria que todavia no
se ha formulado? Una forma de aproximarse a este proyecto es conside-
rar la siguiente pareja de problemas relacionados: (I) ;Existen restriccio-
nes algebraicas sobre el conjunto de los sucesos experimentales que de-
ban ser satisfechas a priori por cualquier teoria fisica? (II) (Qué
restricciones adicionales, peculiares de cada teoria, dan lugar a que la es-
tructura del conjunto de los sucesos experimentales de la mecanica cla-
sica sea un dlgebra booleana, y la de la MC sea una estructura no-boo-
leana?

Para responder estas preguntas consideremos el conjunto de todos los
«eventos experimentales» £ de una teoria fisica, y llamemos &€a al con-
junto de los eventos asociados a un experimento especifico A. Es facil ver
que la estructura de €a es un algebra booleana &4, cuyas operaciones son
«unién», «intersecciéon» y «complementacién», y cuyos elementos minimo
y maximo son, respectivamente, el «evento nulo» (el conjunto vacio) y el
«evento seguro» (el conjunto de todos los posibles resultados de A). A cada
elemento de £a sera posible asignarle una respuesta «si» (el equivalente
a «verdadero») o «<no» («falso») cuando se haga el experimento A. Por tan-
to, € es una familia de dlgebras booleanas que estan en correspondencia
uno-a-uno con el conjunto formado por los posibles experimentos. Estos
autores concluyen que la respuesta a (I) es que la estructura del conjun-
to de los eventos de cualquier teoria fisica es una ortodlgebra (cuya defi-
nicion omitiremos). Algunos de ellos llegan mas lejos y afirman que
ademas es un reticulo ortocomplementado [20,9,26], pero esto ofrece cier-
tas dificultades ([17], p. 199).

Asimismo, la respuesta de estos autores a (II) es que, haciendo cier-
tas hipotesis de caracter general, la estructura del conjunto de los even-
tos experimentales de cualquier teoria que haga referencia a los valores
de observables fisicos es un poset ortomodular. Para mas detalles consul-
tense las referencias mencionadas.

Si bien una reformulaciéon de la MC en estos términos anade algo a
nuestro conocimiento de la teoria, no parece aportar nada al problema de
la interpretacion. Dicho de otra manera, los elementos del algebra boole-
ana se pueden interpretar de una manera diferente segin la interpreta-
cién de la MC que uno adopte. Véase, por ejemplo, [18], Sec. 9.2.1. En el
mejor de los casos, suponiendo que tal reformulacion fuese completa, no
esta claro porqué ésta deberia ensefiarnos algo nuevo. Ademas tal refor-
mulaciéon por ahora es sélo parcial, por dos motivos: (a) No se ha encon-
trado una forma puramente algebraica de especificar los reticulos orto-
modulares (o algebras booleanas parciales) que son isomorfas a S(%). (b)
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No se ha encontrado nada en esta reformulacion que juegue el papel de
principio dinamico, la LC todavia no tiene el equivalente de la ecuacién
de Schrodinger.

C. Las expectativas de Putnam

La LC suscité toda una serie de expectativas sobre futuros desarro-
llos basados en ella. Probablemente las mds ambiciosas son las sugeridas
por Putnam en [29]:

(1) La légica es una ciencia empirica; algunas de las «verdades nece-
sarias» de la légica clasica podrian volverse falsas por razones empiricas
(129], pp. 216, 226).

(2) De 1a misma manera que la teoria general de la relatividad nos lle-
va a adoptar una geometria no-euclidiana, nuestra mejor interpretacion
de la MC nos debe llevar a adoptar una légica no-clasica (p. 234).

(3) Adoptando una légica no-clasica podemos retener buena parte de
las propiedades de un sistema (p. 229).

A dia de hoy la sugerencia (1) «se ha convertido en una tesis mucho
menos revolucionaria de lo que uno podria pensar» ( [17], p. 209, y Sec.
7.9). La analogia que se propone en (2) sigue siendo sugestiva, pero de-
pende de qué se entienda por una «légica no-cldsica». La tesis (3), aun
asumiendo el término «légica no-cldsica» en un sentido amplio, ha resul-
tado ser falsa ([38], p. 588; [17], Secs. 7.8 y 7.9; [32], Sec. 7.5), esencial-
mente por culpa del teorema de Kochen-Specker. De hecho, la postura de
Putnam ha cambiado desde entonces [11, 31].

5. Pequena guia bibliografica del laberinto de la légica cuantica

En este trabajo nos hemos centrado en un tipo particular de LC y no
distributiva, cuyo origen es el articulo de Birkhoff y von Neumann [4]
(ver también los trabajos de Putnam [29,30]), que es la base de la ma-
yoria de los desarrollos posteriores. Para terminar, nos gustaria anadir
algunas referencias sin las cuales es imposible obtener una idea clara de
la amplitud y variedad de la LC.

Los libros de Hooker [14, 15] recogen buena parte de los articulos ori-
ginales sobre LC. El desarrollo histérico (hasta 1974) de las diversas va-
riedades de la LC se trata en el capitulo 8 del libro de Jammer [19]. En-
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tre las otras variedades de la L.C, que gozan de menos predicamento,
cabe destacar la logica trivaluada, en la que cada proposicién puede ser
«verdadera», «falsa», o «<indeterminada». Esta idea (que no esta exenta de
dificultades) fue propuesta por Reichenbach [33] y desarrollada también
por Putnam [28].

La literatura sobre los intentos basados en la LC para resolver el pro-
blema de la interpretaciéon de la MC es muy extensa. Como introduccién
consultese [32], Cap. 7; y [17], Cap. 7.

Otras referencias introductorias a la LC son [35,40,41,2,13,34]. La mas
asequible, y la Uinica con version en espaiiol, es [16]. La m4és reciente es [39].
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