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RESUMEN: En este articulo se analiza el apéndice «La realidad
de lo matematico» del libro Inteligencia y Logos, del filésofo es-
pafiol Xavier Zubiri, con el objetivo de clarificar su concepcién
de los objetos matematicos como reales por construccion, y a
partir de esto su interpretacion de los teoremas de Gédel y Co-
hen, que segun Zubiri dejarian en evidencia que la realidad de
los objetos matemadticos es anterior a su verdad. Para ello se
expone primero, la concepcién de Zubiri de los objetos mate-
maticos; luego se distingue su posicidn de la de los formalistas e
intuicionistas; por ultimo, se analiza la interpretacion zubiriana
de los teoremas de Cohen y Godel.
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ABSTRACT: In this article we analyze the appendix «La realidad
de lo matematico» [The reality of the mathematical], of the
Spanish philosopher’s book Inteligencia y Logos, with the aim
of clarifying his concept of mathematical objects as real by
construction, and his interpretation of Godel’s and Cohen’s
theorems, both of which would show that the reality of
mathematical objects is previous to their truth. To do this, we
first present Zubiri’s concept of mathematical objects; then
we distinguish his position from that of the formalists and
intuitionists; and finally, we analyze a Zubirian interpretation of
Godel’s and Cohen’s theorems.
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INTRODUCCION

En el presente articulo se analiza el apéndice «La
realidad de lo matemdtico» que aparece en Inteligen-
cia y Logos (Zubiri, 1982, pp. 133-146) para clarificar
la posicidon de Zubiri respecto a las matematicas. En
dicho apéndice se estudia, por asi decir, el estatuto o
naturaleza «ontoldgica» de los objetos matematicos.
En filosofia de las matematicas es usual preguntarse:
équé tipo de objetos son los objetos matematicos?,
éson estos objetos ideales, reales, ficticios, formales,
convencionales, ldgicos, arbitrarios, abstractos, es-
tructurales, mentales, nominales, etc.? Zubiri nos dira
que los objetos matematicos son reales por postula-
cion, por construccion, a partir de lo cual interpretara
los teoremas de Godel y Cohen, estableciendo que
éstos dejan en evidencia que la realidad de los objetos
matemdticos es anterior a su verdad. En lo que sigue,
analizaremos y trataremos de clarificar estas afirma-
ciones. Para ello seguiremos el siguiente plan: en pri-
mer lugar, se expone la idea de Zubiri de la realidad de
los objetos matematicos como construccion; luego, se
distingue esta posicidn respecto a la de los formalistas
e intuicionistas; y finalmente, se analiza y precisa la
interpretacidn zubiriana de los teoremas de Cohen y
Godel, matizando las implicaciones derivadas por el
filédsofo espaiiol.

LA MATEMATICA COMO SISTEMA DE JUICIOS SOBRE
OBJETOS REALES

Penelope Maddy en su libro Realism in Mathema-
tics dice: «Los matematicos, aunque estan al tanto
de un rango de verdades matematicas mas amplio
que el de muchos de nosotros, a menudo se inclinan
a estar de acuerdo con el impoluto sentido comun
respecto a la naturaleza de aquellas verdades. Se
ven a si mismos y a sus colegas como investigado-
res descubriendo las propiedades de varios distritos
fascinantes de la realidad matematica: los tedricos
de los numeros estudian los enteros, los gedome-
tras estudian ciertos espacios de buen comporta-
miento, los tedricos de grupos estudian grupos, los
conjuntistas conjuntos, y asi» (Maddy, 1990, p. 1).
Sin embargo, cuando se les presiona un poco a los
matematicos preguntando: ¢{dénde se encuentran
los objetos matematicos?, icual es la naturaleza de
estos objetos?, etc., la mayoria de ellos retroceden
y se refugian en un formalismo vacio o un idealis-
mo prehistérico. De acuerdo a esta ultima postura
es usual llamar a los objetos matematicos: «objetos
ideales». Pues bien, para Zubiri los objetos matema-
ticos no son ideales, sino que reales.
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Segun Zubiri: «La matematica no es un sistema
de verdades necesarias, y meramente coherentes
entre si de acuerdo con los “principios” de la légi-
ca, sino que es un sistema de verdades necesarias
acerca de un objeto que, a su modo, tiene reali-
dad ante la inteligencia» (Zubiri, 1982, p. 129). La
matematica no es un mero juego légico-formal de
simbolos sin significado alguno, como lo es para los
formalistas puros, sino que es un sistema de verda-
des necesarias acerca de un objeto que es sentido
fisicamente (sentientemente) en la misma realidad
fisica en que es real una piedra. «Sin sentir lo mate-
matico, no se puede construir la matematica» (Zu-
biri, 1982, p. 145). La matematica esta compuesta
por juicios? acerca de objetos reales, los objetos
matematicos, y no meramente de proposiciones,
enunciados, o sentencias légico-formales, como es
comun pensar desde una perspectiva logicista. Dice
Zubiri: «la matemdtica estd compuesta de juicios
que recaen sobre algo que es real por postulacién»
(Zubiri, 1982, p. 133). El juicio es juicio de algo real.
En el caso de las matematicas, se juzga acerca de
objetos reales por postulacién: «todo juicio, toda
afirmacidn, lo es de algo real presupuesto como tal
a la afirmacién misma. Cuando las cosas son reales
en y por si mismas [por ejemplo una piedra], aque-
Ila presuposicion es formalmente la aprehension
primordial de realidad. Cuando las cosas son rea-
les, pero realizadas constructivamente [por ejem-
plo, los objetos matematicos o figuras de ficcion],
entonces la presuposicion es formalmente postu-
lacion. La postulacion es posible sélo por estar in-
trinseca y formalmente fundada en la aprehension
primordial de realidad» (Zubiri, 1982, pp. 131-132).
Como queda claro de lo anterior, el hecho de que
Zubiri hable de juicios no significa que hace de la
matematica una ciencia subjetiva, que tratara de
objetos subjetivos, o cuyo fundamento fuera subje-
tivo, sino que: «la estructura primaria y radical del
juicio es ser una afirmacion de una cosa aprehendi-
da ya como real (en aprehension primordial) pero
segln su momento formalmente campal» (Zubiri,
1982, p. 132). En consecuencia, el juicio presupone
la aprehension primordial de realidad, y por tanto,
la realidad de aquello de que se juzga, pero segun
su momento formalmente campal. El juicio no es in-
teleccion inmediata de algo real, sino que: «[el jui-
cioles una inteleccién modalizada de aquella apre-
hensién, de aquella inteleccidn directa e inmediata
[...] no se trata de una presuposicion de indole pro-
cesual, es decir no se trata de que antes de juzgar
se aprehende realidad, sino de que esta realidad
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aprehendida antes de juzgar se mantiene como mo-
mento formalmente constitutivo del juicio mismo
en cuanto tal» (Zubiri, 1982, p. 132). Queda claro
gue no se estd «subjetivando» cuando se habla de
que la matemdtica estd compuesta de juicios.

Ahora bien, Zubiri precisa lo propio de los juicios
matematicos, puesto que no se refieren a «cosas-
realidad»: «Se dird que hay muchisimos juicios que
no estan en este caso [el referirse a cosas-realidad,
es decir, juicios sobre cosas como sillas o mesas,
en tanto reales] porque recaen sobre cosas que no
son reales: es el caso de todos los juicios de la ma-
tematica, y también de los innumerables juicios que
intervienen en un relato de ficcion, por ejemplo en
una novela [...] Es cierto que un espacio geométrico
o Don Juan no son cosas reales en la misma forma
en que lo es un vaso de agua. Pero ¢funcionan por
asi decirlo como algo pura y simplemente no real?
De ninguna manera» (Zubiri, 1982, p. 128). El espacio
geométrico, por ejemplo, no siendo un espacio fisico
(sensualmente hablando), no se reduce a un mero
concepto, ni a una sintesis de conceptos. Si fuera asi,
ese espacio no pasaria de ser lo que el espacio «se-
ria» (Zubiri, 1982, p. 128). Sin embargo, la matemati-
ca, o mejor dicho los matematicos no hablan, ni tra-
tan de espacios que «serian», sino que de espacios
que «son». «Esto significa que los conceptos, simples
aprehensiones de lo que los espacios “serian”, se
tornan en conceptos de algo que “es”» (Zubiri, 1982,
p. 128). Y ¢icdmo ocurre semejante cosa?, es decir,
écomo algo que «seria» se transforma en algo que
«es»? Pues bien, en el caso de las matemdticas, los
meros conceptos se tornan en conceptos de algo que
«es» en virtud de un sistema de postulados.

éQué es lo que los postulados postulan? Al modo de
ver de Zubiri los postulados no postulan «verdad» sino
que realidad, no piden que se admita meramente su
verdad (ya sea por su evidencia o alguna otra razdn).
Si asi fuera, la matematica se reduciria a la légica. Esta
fue la posicidn logicista que adoptaron Frege, Russell,
Whitehead, entre otros matematicos y filésofos, que
participaron y vivieron la crisis de los fundamentos de
las matematicas a finales del siglo XIX y principios del
XX. Zubiri aclara mds aun su posicion: «los postulados
no son meros enunciados légicos sino enunciados de
los caracteres que tiene el “contenido” de la “reali-
dad” de lo postulado. La “postulacion” se funda en el
“seria” y consiste formalmente en su transformacion
en “es” gracias a la postulacion de la realidad [...] es
formalmente construccién» (Zubiri, 1982, p. 129). Es
lo que veremos en el siguiente acapite.
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LA POSTULACION DE REALIDAD EN MATEMATICAS
COMO CONSTRUCCION

La integral, la derivada, el espacio geométrico, etc.,
no son sentidos sensualmente, no tenemos registros
sensibles de ellos, pero para Zubiri son reales. «No se
trata de que un espacio geométrico o un nimero irra-
cional sean sentidos como se siente un color; esos ob-
jetos evidentemente no son sensibles. Se trata de que
el modo de inteleccién de un ndmero irracional o de
un espacio geométrico es sentiente. Y lo es: 1° porque
se intelige postuladamente en un campo de realidad,
esto es en la formalidad dada en impresién de reali-
dad, y 2° porque su construccién misma no es mera
conceptuacion sino realizacion, es decir algo llevado a
cabo sentientemente. Sin sentir lo matematico, no se
puede construir la matematica» (Zubiri, 1982, p. 145).
Los objetos matematicos son reales y no meramente
conceptivos, su contenido esta realizado, proyectado
en «la» realidad y son inteligidos sentientemente. Los
contenidos de los objetos matematicos son postula-
dos en un campo de realidad que es el mismo que
el de una piedra. La diferencia entre ellos concierne
tan sdlo al contenido, en efecto: en el primer caso,
el contenido es libremente postulado en la realidad,
mientras que en el segundo caso el contenido esta
dado en la realidad. Por lo tanto, nos dice Zubiri: «los
objetos matematicos no tienen existencia ideal sino
solamente existencia postulada, postulada pero en
“la” realidad. Lo que sucede es que su contenido: 1°
esta construido, y 2° lo estd segln conceptos. Lo que
tan impropiamente se llama ideal es lo real construido
segln conceptos» (Zubiri, 1982, p. 144).

La postulacion matemdtica no es meramente con-
ceptual, sino que es «realizacion», es construccion.
«La realizacion misma puede y debe llamarse cons-
truccién» (Zubiri, 1982, p. 138). La construccién ma-
temdtica, segun Zubiri realiza postuladamente es-
tos conceptos objetivos, al asignarle libremente por
postulacidn ciertas notas o propiedades, existencia
y contenido, y proyectar tales contenidos sobre «la»
realidad (Zubiri, 1982, pp. 136-138). Este modo pro-
pio de postulacién de realidad de la matematica,
proyecta lo irreal del concepto sobre «la» realidad
«segun conceptos» (a diferencia de la postulacion de
la novela, por ejemplo, que lo hace mediante fictos)
(Zubiri, 1982, pp. 128-132)3. Asi: «construccion es un
modo de realizacidn: es realizar segin conceptos»
(Zubiri, 1982, pp. 136-137). Podriamos decir que por
un lado estan los conceptos matemadticos con sus as-
pectos irreales y por otro «la» realidad, y es el modo
matematico de postular, la construccion matematica,
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la que realiza estos conceptos proyectando sus con-
tenidos sobre «la» realidad. Entonces, es la construc-
ciéon matematica o el modo matematico de postular la
que, por asi decir, hace «el milagro» de volver reales
los contenidos de los conceptos objetivos, en el sen-
tido de que al proyectarlos «segin conceptos» sobre
«la» realidad son sentidos en aprehensién primordial
y tratados como «son», en lugar de como «serian».
Los objetos matematicos no son sentidos en aprehen-
sién primordial porque ya estén en la formalidad de
realidad, sino que son proyectados conceptualmente
sobre la formalidad de realidad.

Estos objetos matematicos reales, con propiedades
y notas bastante precisas, son investigados, tratados,
manipulados, usados, etc., en virtud de los conteni-
dos reales postulados, construidos. A partir de las no-
tas o propiedades, existencia y contenidos realizados
por postulacién, se pueden establecer (deducir), la
realizacion de otras notas, sin salir de lo real por pos-
tulacion. Ahora bien, lo real por postulacion por ser
real tiene mas notas, o propiedades, que las postu-
ladas, y que las que se puedan deducir de los postu-
lados. Lo postulado por ser postulado en la realidad
«tiene mas propiedades que las formalmente enun-
ciadas en un principio» (Zubiri, 1982, p. 129). Zubiri
nos dice: «la actualizacion de “la” realidad en la inte-
lecciéon deja libre su contenido. Y entonces lo que el
postulado postula es que tal contenido determinado
(por ejemplo, el paralelismo euclidiano o la topolo-
gia no-arquimediana), tanto en sus notas como en su
existencia, es el que se realiza en “Ia” realidad, en el
“mas”, en esta misma realidad fisica segun la cual es
real esta piedra. Este contenido asi realizado es, se-
gun hemos dicho, “cosa libre”. El espacio geométrico
es real con la misma realidad segun la cual es real
esta piedra. No es un mero concepto, pero es rea-
lidad libremente realizada: libre pero real, real pero
libre. Esta postulacion postula por tanto que “la” rea-
lidad se realiza en tal contenido: se postula esta rea-
lizacién» (Zubiri, 1982, p. 136). La libre creacién que
se practica en el proceso de creacion de contenido,
para obtener un concepto objetivo, no es sensible,
es propio de una inteligencia sentiente, y el objeto
matematico es una realidad propia, realidad fisica
impresivamente sentida en aprehension primordial:
«Solo una inteligencia sentiente puede por ejemplo
no sentir el contenido de un conjunto continuo, esto
es el conjunto de los niumeros irracionales, y sin em-
bargo realizar libremente este contenido (conceptua-
do sea por meras definiciones, sea por operaciones
ejecutadas) de un modo sentiente» (Zubiri, 1982, pp.
142-143). Esto es construccion segun Zubiri.
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Los objetos asi construidos son reales, son construi-
dos en la misma realidad que la de una piedra, a saber:
en la formalidad de realidad presente en la aprehension
primordial; sélo que no son reales en y por si mismos
como la piedra, porque esta posee contenidos sensual-
mente detectables y medibles, mientras que los objetos
matematicos tienen notas o propiedades, existencia y
contenidos por postulacién, los cuales se proyectan so-
bre «la» realidad. Por esto, nos dice Zubiri: «el objeto
asi construido [el objeto matematico] es una estricta
realidad que puede tener propiedades o notas “su-
yas”, “propias”, y no sélo propiedades “deducidas” de
los axiomas y postulados» (Zubiri, 1982, p. 138). Una
cosa son las propiedades deducidas y otras son las pro-
piedades que ya estan formalmente en el objeto, y los
objetos matematicos por ser reales tienen propiedades
que les pertenecen «de suyo». Pareciera entonces que
de acuerdo a Zubiri, los objetos matematicos tienen dos
tipos de propiedades, las deducidas y las «suyas». A re-
glon seguido Zubiri nos dice: «Es que el objeto real pos-
tuladamente realizado seglin conceptos tiene, por estar
realizado, mas notas o propiedades que las definidas
en su postulacién» (Zubiri, 1982, p. 138). Ahora bien:
éexistiran objetos matematicos cuyas notas y propieda-
des sean todas definibles por postulacién? La respuesta
es si. Existen varios sistemas axiomaticos consistentes y
completos, como por ejemplo: el calculo de predicados
de primer orden y la geometria de Hilbert. Es decir, de
acuerdo a esto, existen objetos matematicos cuyas no-
tas y propiedades se agotan completamente en el siste-
ma axiomatico que los formaliza. Veremos esto con mas
detalles mas adelante al hablar sobre la interpretacion
zubiriana de los teoremas de Gédel y Cohen.

Resumiendo, un objeto matematico no es real por
su mera definicion dada a través de un sistema de
axiomas a la Hilbert, tampoco es un objeto real por-
que se ejecute a través de un nimero finito de opera-
ciones o pasos a la Brouwer, y tampoco es un objeto
real en y por si mismo. Los objetos matematicos son
reales debido a una postulacion que realiza sus con-
tenidos (notas o propiedades y existencia, libremente
determinadas gracias a la postulacidon ante la inteli-
gencia), en la formalidad de realidad aprehendida en
aprehension primordial. En consecuencia, los objetos
matematicos no son ideales.

EL METODO AXIOMATICO Y EL FORMALISMO EN MA-
TEMATICAS

Antes de seguir, tenemos que decir algo respecto al
método axiomatico y el formalismo en matematicas, y
la idea de construccién asociada a ellos.
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En matematicas, la nocién de «construccién» estd
asociada al método axiomatico, sin ser, sin embar-
go, éste el unico método que esta ciencia emplea. El
método axiomatico emerge con Euclides (300 A.C.) y
la geometria que él formalizd, a través de un cierto
numero de definiciones, principios y postulados. Este
método se retoma en la primera mitad del siglo pasa-
do debido a la crisis en los fundamentos de las mate-
maticas, la cual fue provocada por una serie de para-
dojas, como por ejemplo: la paradoja de Russell y la
paradoja de Burali-Forti. Una de las reacciones a esta
crisis consistio en no insistir en la utilizacién de defini-
ciones intuitivas y/o por género proximo y diferencia
especifica. En lugar de ello se optd por considerar los
objetos matemadticos como primitivas sin definirlos
(para ser enfaticamente redundante), cuyas reglas de
juego (la sintaxis o forma de operar entre ellos), que-
daban expresadas por medio de axiomas o postulados
o principios. A este método se le llamé método axio-
matico, y al movimiento fundacional que lo cultivd y lo
defendio se le llamé formalismo hilbertiano, debido a
que fue David Hilbert (matematico aleman muy influ-
yente de la primera mitad del siglo pasado) quien lo
propuso y difundid originalmente. A la sazdn, también
existen los que podriamos llamar métodos de cons-
truccidn logicista y el método de construccion intui-
cionista, por ello Zubiri se ve en la obligacion de hacer
la diferencia entre lo que él entiende por construccidn
y la construccion en el sentido de Goédel y Brouwer,
respectivamente, como veremos mas adelante.

Basicamente existen dos versiones del formalismo,
que equivalen a dos formas de hablar ligeramente
diferentes. (1) Algunos formalistas sostienen que las
afirmaciones o proposiciones matemadticas pueden
pensarse como afirmaciones o proposiciones acerca
de ciertas reglas de manipulacion de secuencias de
simbolos. Por ejemplo, en la Geometria Euclidiana (la
cual consiste en ciertas secuencias llamadas axiomas
y algunas reglas de inferencia que permiten generar
nuevas secuencias a partir de las dadas) se puede pro-
bar que el Teorema de Pitdgoras es valido (es decir, se
puede generar la secuencia correspondiente al Teore-
ma de Pitdgoras). Entonces, de acuerdo a esta forma
de hablar, las verdades matematicas no son acerca de
numeros, conjuntos, triangulos, etc., no son acerca de
nada en absoluto, son simplemente un juego simbo-
lico puramente formal, sin ningun significado. (2) La
otra versidn se conoce como deductivismo. De acuer-
do al deductivismo, el Teorema de Pitagoras no es una
verdad absoluta, sino una verdad relativa, en el sen-
tido de que si se le asignan significados a las secuen-
cias de simbolos de manera que, las reglas del juego

ARBOR Vol. 192-780, julio-agosto 2016, a333. ISSN-L: 0210-1963

son verdaderas (es decir, si asighamos afirmaciones
o proposiciones verdaderas a los axiomas y las reglas
de inferencia preservan la verdad), entonces debe-
mos aceptar la verdad de los teoremas, o mejor dicho
debemos aceptar que de acuerdo a la interpretacion
que le hemos dado a los axiomas, las secuencias de
simbolos deducidas son afirmaciones o proposiciones
verdaderas. Lo mismo se sostiene para cualquier otra
afirmacién o proposicidn matematica. Entonces, de
acuerdo a esta version del formalismo las matemati-
cas no necesariamente son un juego simbdlico sin sig-
nificado alguno. Pero, usualmente, la tarea o proble-
ma de interpretar el sistema axiomatico en cuestidn
se deja a los filésofos o cientificos. Es decir, la tarea
de construir o encontrar un modelo del sistema axio-
matico, de acuerdo al cual las secuencias de simbolos
llamadas axiomas y las que se deduzcan de ellas por
medio de reglas de inferencia validas, tengan una in-
terpretacion no se considera tarea del formalista.

Un ejemplo sencillo de teoria abstracta es el si-
guiente:

AXIOMA 1. Entre ciertos elementos P y ciertos ele-
mentos r existe una relacién «determinada» tal
que: Dos P (P1y P2) determinan un r, y sélo uno.
En tal caso: DEFINICION 1. Diremos que P1y P2
pertenecen ar, o que r pasa por P1y P2.

AXIOMA 2. Existe por lo menos un P.

AXIOMA 3. A cada r pertenecen por lo menos dos
P distintos.

AXIOMA 4. Por cada P pasan por lo menos dos r
distintos.

TEOREMA 1. Existen (por lo menos) tres P distintos.

DEMOSTRACION: Deben aplicarse sucesivamente
los axiomas 2, 4,3y 1.

Ahora, daremos algunas interpretaciones diferentes
de esta teoria abstracta:

P son los puntos y r son las rectas en la geometria
del espacio.

P son las rectas y r son los puntos en la geometria
del espacio.

P son las circunferencias de un plano y r los haces
de circunferencias (conjunto de circunferencias ta-
les, que dos a dos tienen el mismo eje radical).

Py rson los vértices y lados de un triangulo.
Py r son los vértices y aristas de un tetraedro.

etc.
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Es pertinente hacer notar que no debemos confundir
los diferentes métodos que se utilizan en matematicas
para demostrar teoremas, lemas y corolarios (como por
ejemplo: reduccién al absurdo, modus ponens, induc-
ciéon completa, método directo, indirecto, contra positi-
vo, reduccion, analisis, genético, etc.), con los métodos
que usan las posturas filosoéficas formalistas, logicistas e
intuicionistas para sustentar sus posiciones argumentati-
vas, es decir: no se debe confundir la matematica con la
meta-matematica; no se deben confundir los métodos
locales (técnicos), con los métodos globales (reflexivos);
no se deben confundir los métodos enddégenos con los
métodos «exdgenos»; aunque sea dificil separarlos cla-
ramente, porque se traslapan y se usan indistintamente
todos ellos tanto en la actividad matematica propiamen-
te tal, como en la meta-matematica. Aclaramos esto
aqui, porque obviamente Zubiri no esta tan interesado
en los detalles de la actividad matematica propiamente
tal, sino mas bien en la matematica como un todo.

Sin embargo, en relacién con esto, es convenien-
te dejar aqui consignada la pregunta: éise pueden, o
mejor dicho se deben considerar todos los objetos
matematicos como una construccién, como una pos-
tulacion de realidad, como al parecer propone Zubiri;
o los objetos matematicos son descubiertos (indirec-
tamente si se quiere), porque forman la estructura
basica de la realidad; o tan sélo son un invento una
ficcion atil, como piensa Hartry Field? Por cierto, la
matematica tiene mucho de construccion en el sen-
tido tanto zubiriano (como en otros sentidos), a nivel
conceptual (a nivel de lenguaje simbdlico), pero cuan-
do, por ejemplo, uno mira el “Conjunto de Julia” (con-
juntos fractales) es casi imposible no preguntarse si
acaso este conjunto ya no estaba alli desde el comien-
zo y sélo ahora lo vinimos a descubrir, describir y re-
presentar en nuestro lenguaje (como parecen probar
todos los ejemplos de fractales que se encuentran en
la naturaleza), o cuando examinamos algunas propie-
dades extrafnisimas de los Numeros Primos, las cuales
parecen no tener relacion alguna con la realidad, sino
que mas bien son la creacién de una mente delirante.

Volviendo al tema de la construccién, Zubiri distin-
gue su concepto de construccién del de Godel y Co-
hen, y del de Brower tal como veremos a continuacién
en las secciones siguientes.

LA CONSTRUCCION EN EL SENTIDO DE ZUBIRI V/S LA
CONSTRUCCION EN EL SENTIDO DE GODEL Y COHEN
(AXIOMATISMO FORMALISTA)

Segun Zubiri: «Godel llama construir un conjunto a
generarlo segun la aplicacion iterada de ciertas opera-
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ciones axiomaticamente definidas en los axiomas de
Zermelo-Fraenkel [Z-F]» (Zubiri, 1982, p. 137), ponien-
do el acento en operaciones definidas como tales. En
consecuencia, no se trataria del procedimiento para
llevar a cabo tales operaciones. En otras palabras, Go-
del también construye, en este caso conjuntos, pero lo
hace aplicando iteradamente operaciones definidas en
los axiomas de Z-F, sin presentar la manera, o forma, o
algoritmo para hacer las operaciones mismas. Es decir,
se trata de la aplicacién de operaciones definidas axio-
maticamente, pero no procesualmente, porque las
definiciones axiomdticas no muestran ni describen el
procedimiento (el algoritmo de desenvolvimiento de
la operacidn). Por ejemplo, la unién de conjuntos esta
definida en los axiomas de Z-F de la siguiente manera
(dicho en palabras): «Axioma de las uniones: Para toda
coleccion de conjuntos existe un conjunto que contie-
ne a todos los elementos que pertenecen cuando me-
nos a uno de los conjuntos de la coleccién», pero no
se dice cdmo se hace la unién de dos conjuntos dados.
Esto requiere la descripcidn de un procedimiento, por
lo demds bastante trivial, a saber: dados dos conjun-
tos, la unién de ellos consiste no sélo en considerar,
sino que en colocar, los elementos de ambos conjun-
tos en uno solo, eliminando repeticiones.

Los conjuntos generados por la aplicacion iterada
de operaciones axiomaticamente definidas en los
axiomas de Z-F, son los que, segun Zubiri, Godel lla-
mo «construibles». Supuestamente, Cohen (quien
fuera discipulo de Godel), se apoyd en conjuntos no-
construibles, en este sentido, para probar en 1963
que la negacion de la hipdtesis del continuo de Cantor
(HCC) era consistente con los axiomas de Z-F, 25 afios
después de que Godel (su maestro) probara que la
hipotesis del continuo de Cantor era consistente con
los axiomas de Z-F, todo lo cual deja en claro que la
hipdtesis del continuo de Cantor es una proposicion
indecidible en el contexto de los axiomas de Z-F, es
decir, no es ni verdadera, ni falsa, por de pronto.

Ahora bien, Zubiri nos hace notar que los elementos
de todo conjunto (construible o no construible, en el
sentido de Godel y Cohen, respectivamente), tienen
dos clases de propiedades, a saber: especificas y ge-
néricas. Las especificas, nos dice Zubiri, son: «las que
responden a los postulados y axiomas operacionales
a que acabo de referirme» (Zubiri, 1982, p. 137), es
decir, aquellas propiedades que estan implicitas en
las operaciones definidas axiomaticamente. Las gené-
ricas, nos dice Zubiri, son aquellas: «en virtud de las
cuales forman un conjunto [los elementos] dejando
indeterminadas las propiedades especificas, las cua-
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les [a su vez] “forzardn” a las propiedades genéricas
a especificarse» (Zubiri, 1982, p. 137). Asi las cosas,
las propiedades especificas son las que nos permi-
ten obtener conjuntos construibles en el sentido de
Godel, mientras que las genéricas sélo nos permiten
obtener conjuntos no construibles en el sentido de
Cohen. Las propiedades especificas son las que forza-
ran a las propiedades genéricas a especificarse. Para
mayor abundamiento, note que aqui lo genérico se
opone a lo especifico, tal vez en el sentido de géne-
ro préximo y diferencia especifica. En efecto, algunos
autores, para evitar antinomias (es decir, expresiones
contradictorias), consideraron que solamente puede
formarse un conjunto con objetos que existan ante-
riormente (tarea de los axiomas y postulados). Asi,
definir un conjunto, digamos C, es dar una propiedad
caracteristica, digamos P, de ciertos elementos de un
conjunto U, anteriormente definido. Este, es decir U,
es el género préximo, y P es la diferencia especifica.

El que existan conjuntos construibles y no construi-
bles parece contradecir lo que afirma Zubiri, respecto
a que todo lo matematico estd construido, «todo ob-
jeto esta construido postuladamente» (Zubiri, 1982,
p. 138). Pero esta contradiccion es sélo aparente por-
que lo que Zubiri llama construccion es algo distinto
a lo que asi llaman Godel y Cohen. Zubiri nos dice:
«Lo que Godel y Cohen construyen es en el fondo el
concepto objetivo tanto especifico como genérico»
(Zubiri, 1982, p. 137). Mientras que, para el filésofo
espafiol, la construccidn consiste en realizar ante la
inteligencia un concepto ya constituido objetivamen-
te (ya sea construible o no construible segin Gédel
y Cohen, respectivamente). En consecuencia, la cons-
truccién en Zubiri es algo muy distinto de la construc-
cién a la Godel y Cohen. De acuerdo al modo zubiria-
no de construccién, tanto los conjuntos construibles
de Godel, como los no construibles de Cohen estan
construidos, en el sentido de realizados ante la inteli-
gencia. La construccion zubiriana es la realizacion de
un contenido en la realidad fisica, es una realizacion
intelectivamente libre en «la» realidad.

De acuerdo al concepto de construccién de Zubiri,
los conjuntos de Godel y Cohen no sélo estan cons-
truidos como conceptos objetivos especificos y gené-
ricos, sino que también estan construidos en «la» rea-
lidad fisica, de lo cual se sigue, que la construccién a la
Zubiri no concierne formalmente a los conceptos, no
es «conceptiva», sino que se trata de una realizacién
en «la» realidad fisica «segiin conceptos». Se trata de
una realizacidon ante la inteligencia de un concepto
que ya ha sido construido objetivamente, mientras
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que la construccion tanto en Godel como en Cohen,
seria algo puramente conceptivo. La construccion zu-
biriana requiere previamente de la construccién ob-
jetiva tanto especifica como genérica del concepto
antes de proyectar lo irreal del concepto sobre «la»
realidad «segun conceptos». Por ello los matematicos
hablan en modo indicativo y no potencial cuando se
refieren a los objetos matematicos.

LA CONSTRUCCION EN EL SENTIDO DE ZUBIRI V/S
LA CONSTRUCCION EN EL SENTIDO DE BROUWER
(INTUICIONISMO)

Zubiri también delimita y distingue su concepto de
construccion del de los intuicionistas, en particular el
de Brower. Veremos a continuacion en qué difieren
estos conceptos.

Frente a la crisis de los fundamentos de las mate-
maticas y sus consecuencias en relacion con el esta-
tuto epistemoldgico de esta ciencia, el intuicionismo
de Brouwer fue el que se opuso con mayor fuerza y
rigor al formalismo axiomatico de Hilbert. Frente al
formalismo, el intuicionismo considera que las colec-
ciones infinitas son las causantes de las paradojas que
emergieron en el seno de la teoria de conjuntos, ade-
mas se opone al método de reduccion al absurdo que
se usa la mayoria de las veces que se quiere probar
algo en relacion con este tipo de colecciones, y ter-
mina oponiéndose y no aceptando los principios de
no contradiccion y tercero excluido, entre otras téc-
nicas, métodos y principios que considera ilegitimos.
Esta postura radical del intuicionismo lo llevé a sélo
poder aceptar, como legitimas, colecciones finitas de
elementos, y a lo sumo, colecciones infinitas conta-
bles de elementos. Esto condujo a los intuicionistas a
un finitismo incompatible con gran parte del andlisis,
lo cual a su vez, los llevd a aceptar sélo aquellos ob-
jetos y operaciones matemidticas que fueran construi-
bles por medio de métodos finitistas. El intuicionismo
al rechazar los principios ldgicos fundamentales de
no contradiccion y tercer excluido, rechaza la idea de
que las matematicas se funden en la légica. En efecto,
una demostracidn que se funde en los principios l6gi-
cos de no contradiccion y tercer excluido no es para
Brouwer una demostracién matematica. Entonces,
para el intuicionismo construir matematicamente no
es lo mismo que definir y construir conceptos, la ma-
tematica no es un sistema de conceptos y operacio-
nes definidas. Para el intuicionismo una operacion es
matematica si se puede ejecutar en un nimero finito
de pasos. Pero gran parte de la matematica moderna
y sobre todo el analisis, se ocupan de conjuntos infi-
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nitos no contables, como por ejemplo: los numeros
reales y complejos; la representacién decimal de nu-
meros trascendentes tales como pi, e, omega, etc.; las
soluciones de EDP o ecuaciones integrales; el conjun-
to de Julia u otros conjuntos fractales; etc.

En matematicas no se pueden ejecutar todas las
operaciones necesarias para, por ejemplo, obtener
todos los decimales de pi. Peor aln existen nimeros
reales de complejidad infinita, como por ejemplo el
numero omega descubierto por G. Chaitin. Para calcu-
lar este nimero no existe un algoritmo que tenga un
numero de «bits» considerablemente mas pequefio
que el nimero de decimales de omega a calcular. En
otras palabras, el nUmero omega no es comprimible
por medio de una férmula que nos permita calcular
sus decimales de manera indefinida, como de hecho si
sucede con, por ejemplo, los numeros trascendentes
«pi» y «e». Sin embargo, esto no quita que puedan
seguir creandose nuevos métodos, nuevas formas de
pensar, que permitan resolver este tipo de problemas.
La matematica, en general, y el andlisis, en particular,
contindan en la busqueda de nuevos métodos y for-
mas de pensar la realidad problematica de las mate-
maticas relacionada con el infinito no contable y gran
parte de su cuerpo de conocimiento dice relacidn con
conjuntos infinitos. Por lo tanto, el finitismo de Brou-
wer es inaceptable para los matematicos en general,
porque se tendria que eliminar un enorme pedazo
del edificio matemadtico. Pero dejemos esto de lado,
porque, por una parte, no contribuye a entender mas
claramente el concepto de construccion zubiriano, y
por otra parte, obviamente nos aleja del tema prin-
cipal, a saber: écudl es la diferencia entre el concepto
de construccién de Brouwer y de Zubiri?

Lo que tenemos que entender en el presente apar-
tado es que el intuicionismo se opone al formalismo
con un concepto de construccién diferente al de este,
y que no debe confundirse con el de Zubiri. En este
sentido, el intuicionismo opone al formalismo un fi-
nitismo, que se traduce en la exigencia de que toda
operacién debe ser ejecutada en un numero finito de
pasos y que Zubiri considera insostenible: «porque ni
los conjuntos [por finitos que sean], son formalmente
intuitivos, ni las operaciones ejecutadas sobre ellos
constituyen lo radical de lo que yo entiendo por cons-
truccién matematica» (Zubiri, 1982, p. 140).

Oponiéndose a todos los exponentes y defensores de
la asi llamada «Teoria Intuitiva de Conjuntos», entre los
cuales se encuentran Brouwer, como fundador, y Paul R.
Halmos (1965) como continuador, Zubiri nos dice: «el
conjunto finito de Brouwer no es intuitivo [...] intuicién
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es la “vision” de algo dado inmediatamente, directa-
mente, unitariamente. En la intuicion tengo la diversidad
cualitativa y cuantitativa de lo dado, pero nunca tengo
un conjunto. No hay estrictos conjuntos intuitivos. Por-
que para tener un conjunto necesito considerar aislada-
mente, por asi decirlo, los momentos de la diversidad
intuitiva como “elementos”. Sélo entonces su unidad
constituye un conjunto» (Zubiri, 1982, pp. 140-141). Es
dificil argumentar contra Zubiri en esto, porque para él
practicamente por definicidon nunca se tiene un conjunto
en la intuicion. En la intuicion se podra tener la diversi-
dad cualitativa y cuantitativa de algo dado, pero nunca
un conjunto, porque: «conjunto matematico es siempre
y sblo conjunto de elementos. Pero entonces es claro
que ningun conjunto, ni tan siquiera finito, es intuitivo»
(Zubiri, 1982, p. 141). Aqui tenemos algunos problemas,
porque esta ultima afirmacion de Zubiri es cuestionable.
Para ello basta considerar el conjunto vacio, los singleton
(conjuntos de un solo elemento), y el conjunto universo,
los cuales son usados intensamente en matematicas y
ciertamente en teoria de conjuntos. De hecho, la propia
teoria de conjuntos no seria una teoria si no conside-
rara los conjuntos mencionados. Ahora y por cierto, si
nosotros descartamos los conjuntos mencionados como
conjuntos legitimos, desde el punto de vista del sentido
comun, Zubiri tendria razén, aunque desde el punto de
vista matematico, y sobre todo desde el punto de vista
axiomatico, son conjuntos legitimos.

Dejando a un lado el problema planteado por los
conjuntos antes mencionados, podemos decir junto
con Zubiri que los conjuntos finitos de Brouwer, pre-
suntamente dados en la intuicidn, requieren de una
construccion ante la inteligencia que redna la diversi-
dad de momentos dados en la intuicion. «La intuicion
no da sino “diversidad de momentos”, pero jamas nos
da “conjuntos de elementos”. Para tener un conjunto
es necesario un acto ulterior de intelecciéon que haga
de los momentos elementos. Hace falta pues una cons-
truccidon» (Zubiri, 1982, p. 141). Entonces, el conjunto
finito de Brouwer es: «la aplicacién del conjunto ya
construido intelectivamente a la diversidad de lo dado»
(Zubiri, 1982, p. 141), y esta aplicacidn es un ejemplo
de lo que Zubiri ha llamado previamente, en general,
construccion por postulacion. En este caso particular:
«se postula que lo dado se resuelve en un conjunto»
(Zubiri, 1982, p. 141), y Zubiri concluye esta parte de su
argumentacion diciendo: «Por consiguiente, en estricto
rigor no puede llamarse intuicionismo a la matematica
de Brouwer. El conjunto de Brouwer no es intuitivo; es
el contenido objetivo de un concepto de conjunto que
se “aplica” a lo intuitivo» (Zubiri, 1982, p. 141), es decir,
a los diversos momentos dados en la intuicién.
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No contento con lo anterior, Zubiri nos da un se-
gundo argumento contra el intuicionismo de Brouwer
para aclarar la diferencia entre su concepto de cons-
truccién y el de Brouwer, diciéndonos: «En segundo
lugar, la construccidn misma del conjunto no es radi-
calmente un sistema de operaciones ejecutadas. Digo
“radicalmente”, porque la ejecucion de operaciones
no es lo primario de lo que he llamado construccién»
(Zubiri, 1982, p. 141). Por supuesto que no, porque
para Zubiri construir, recordémoslo, es principalmen-
te proyectar lo irreal de los conceptos sobre «la» rea-
lidad «segln conceptos». Por ello que nuestro autor
nos dice a regléon seguido: «El conjunto finito es con-
tenido de conceptos objetivos. Por esto las operacio-
nes ejecutadas sobre este contenido son operaciones,
todo lo ejecutadas que se quiera, pero siempre ejecu-
tadas sobre contenidos objetivos de conceptos. Fini-
tos 0 no, los conjuntos de que se ocupa la matematica
de Brouwer y las operaciones sobre ellos ejecutadas
son conjuntos y operaciones conceptivas» (Zubiri,
1982, p. 141). En consecuencia, todavia no son reales,
siendo necesarias, no son suficientes para fundamen-
tar lo matematico, porque como ya ha sido dicho pre-
viamente por nuestro autor y lo vuelve a repetir aho-
ra: «la matematica no trata de “conceptos objetivos”
sino de “cosas que son asi”» (Zubiri, 1982, p. 142). Son
asi, por postulacion.

Lo que Zubiri entiende por construccidén es muy dis-
tinto de lo que entienden Godel, Cohen y Brouwer.
En efecto, para Zubiri: «construir no es ejecutar ope-
raciones objetivas [ni definir axiomaticamente] sino
proyectar ante mi inteligencia ese contenido objetivo
en “la” realidad fisica. Y esta realidad no estd dada
en intuicion sino en aprehensién primordial de rea-
lidad; esta dada impresivamente. Como esta realidad
no tiene contenido determinado yo puedo proyectar
libremente sobre ella el contenido de lo objetivamen-
te construido operacionalmente. Esta proyeccion y no
la operacion es la construccion matematica. El objeto
matematico, aunque sea finito, y aunque la operacion
que objetivamente produzca su contenido sea ejecu-
tada, tiene sin embargo una radical realidad propia,
la realidad fisica impresivamente sentida en aprehen-
sién primordial» (Zubiri, 1982, p. 142). Esto es cons-
truccion para Zubiri.

Resumiendo lo dicho hasta ahora, podemos decir
que para Zubiri construir no consiste en estar defini-
do en el sentido de Godel y Cohen, tampoco es estar
ejecutado en el sentido de Brouwer, sino que es otra
cosa: «es crear, es proyectar libremente en “la” reali-
dad fisica un contenido segun conceptos. Postular es
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postular realidad. Sin esta construccion y postulacion
radical y primaria serian imposible tanto los axiomas
de Zermelo-Frankel y los conjuntos de Cohen como el
intuicionismo de Brouwer» (Zubiri, 1982, p. 143).

SOBRE LA INTERPRETACION ZUBIRIANA DE LOS TEO-
REMAS DE GODEL Y COHEN: COMENTARIO Y CRITICA

Antes de comentar las ideas de Zubiri respecto
a los teoremas de Godel y Cohen, digamos primero
algo respecto a estos teoremas. El teorema de Goédel
emerge después de una larga historia, que comienza
con G. Cantor (1845-1918) y su definicion intuitiva de
conjunto, la cual, por una parte, motivé la paradoja
de B. Russell (1872-1970), interpdsito el trabajo de G.
Frege (1848-1925), y por otra parte, generd una crisis
en los fundamentos de las matematicas, en el esta-
tuto epistemoldgico de esta ciencia. Una de las reac-
ciones frente a esta falta de fundamento, ademas de
los programas logicista e intuicionista, fue el progra-
ma formalista propuesto por D. Hilbert (1862-1943),
el cual consistia en reducir toda la matematica, si no
todo el conocimiento humano, a un conjunto de axio-
mas consistente y completo. El teorema de Godel vino
a darle en el traste al suefio hilbertiano, al demostrar
que cualquier sistema axiomatico suficientemente
rico, como para que contenga la aritmética cldsica (es
decir, los axiomas de G. Peano (1858-1932)), es inevi-
tablemente incompleto, es decir, que existen proposi-
ciones que siendo verdaderas no son demostrables o
deducibles dentro del sistema axiomatico en cuestion.
Dicho de otra manera, el arbol deductivo asociado al
sistema axiomatico en examen tiene hoyos inaccesi-
bles por medio de la «escalera deductiva», o lo que es
lo mismo, existen proposiciones que son indecidibles
dentro del sistema axiomatico a la mano, diferencian-
do de una vez y para siempre las nociones de verdad y
demostrabilidad (Nagel y Newman, 2007).

El teorema de P. J. Cohen (1963), por su parte, dice
relacion con la hipdtesis del continuo enunciada por
G. Cantor en el contexto de su teoria de conjuntos
transfinitos. Segun esta hipdtesis no existe otro in-
finito entre el infinito contable (cardinalidad de los
nameros naturales) y el continuo (o cardinalidad de
los nimeros reales). En otras palabras, el infinito que
sigue después del infinito contable es el continuo. K.
Godel logré demostrar en 1938 que la hipdtesis del
continuo de Cantor (en su versién generalizada) era
consistente con los axiomas de la teoria de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel (lo cual visto parcialmente, es
decir independientemente de otros resultados, diria
que la hipdtesis del continuo de Cantor seria verda-
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dera, si consideramos los axiomas de Z-F verdaderos).
P. J. Cohen, para «agregarle mas flecos a la colcha»,
o0 «mayor abundamiento», demostré en 1963 que la
negacion de la hipdtesis del continuo (en su version
generalizada) también era consistente con los axio-
mas de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel,
lo cual visto parcialmente, es decir independiente-
mente del resultado de K. Godel mencionado mas
arriba, diria que la hipdtesis del continuo de Cantor
seria falsa, si consideramos los axiomas de Z-F verda-
deros. ¢{Quiere decir esto que tenemos un matema-
tica cantoriana (en la cual es valida la hipétesis del
continuo de Cantor), y una matematica no-cantoria-
na, donde por el contrario no es valida la hipotesis
del continuo de Cantor, a la manera en que coexisten
la geometria euclidiana y las geometrias no euclidia-
nas? Quizd la cuestion no sea tan simple y lo que falte
sean desarrollos adicionales. Como afirma K. Godel
(mucho antes que X. Zubiri) refiriéndose a los axio-
mas de la teorfa de conjuntos: «[Estos] describirian
alguna realidad bien determinada en la cual la conje-
tura de Cantor deberia ser cierta o falsa. Por ello su
indecidibilidad a partir de los axiomas que hoy dia
aceptamos [axiomas Z-F] s6lo puede significar que
estos axiomas no entrafian una descripcion comple-
ta de esta realidad» (Godel, 2006, p. 362). El teorema
de Cohen no demuestra, por tanto, la falsedad de la
hipdtesis del continuo de Cantor (HCC), como afirma
Zubiri (1982, p. 137)%, sino que junto con el trabajo
de Godel de 1938, demuestra su indecidibilidad, es
decir, la imposibilidad de decir si es verdadera o falsa
en el contexto de los axiomas de Z-F.

Segun Zubiri, los resultados de estos teoremas ven-
drian a mostrar la anterioridad de la realidad sobre
la verdad®. Creemos que esto equivale a decir dere-
chamente (siendo mas precisos y coherentes con las
observaciones que haremos a continuacion), que la
realidad en la ciencias matematicas es anterior a la
légica, o a la consistencia, o al principio de no con-
tradiccion. En efecto, si las construcciones matema-
ticas no son meros conceptos, si construir no es sélo
hacer de algo término intencional e irreal, sino que
consiste en proyectar esto irreal del concepto sobra
«la» realidad «segun conceptos»; entonces construir
por postulacién es un modo de realizar antes que es-
tablecer la «verdad», «lo verdadero» estara por verse
en un segundo momento. Consistentemente con esto,
Zubiri nos dice: «El teorema de Godel, segun el cual lo
construido por postulacion tiene “de suyo” mas pro-
piedades que las formalmente postuladas, expresa a
mi modo de ver que lo postulado es realidad antes
que verdad» (Zubiri, 1982, p. 145).
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El teorema de Godel (1931), visto desde un punto
de vista estrictamente técnico, entre otras consecuen-
cias, separa de una vez y para siempre las nociones
de verdad y demostrabilidad (Godel, 1981, p. 53). Es
decir, todos los teoremas demostrables podran ser
«verdaderos» (si los axiomas a partir de los cuales se
deducen son «verdaderos», o son «considerados ver-
daderos»), pero no todo lo «verdadero» es demostra-
ble. El teorema de Godel al separar las nociones de
verdad y demostrabilidad, nos coloca en la situacion
de preguntarnos si acaso la nocion de verdad es una
nocion ldgica, lo cual pareciera que es negativo, o si
la verdad es a veces es real y otras veces es ldgica.
Si la nocién de verdad no es real, ni légica: équé es?,
équé papel o rol desempefia entre realidad y demos-
trabilidad?, ¢serad la nocién de verdad un concepto
meramente regulador, que de acuerdo al pensamien-
to formalista valdria mas sustituir por los conceptos
de consistencia y completitud? De hecho, una de las
consecuencias del teorema de Gddel para aquellos
sistemas axiomaticos que contengan al menos los
axiomas de Peano es que, o son consistentes, o son
completos, pero no pueden tener ambas propiedades
alavez, y en matematicas, por la naturaleza propia de
la disciplina, se opta por la consistencia (es decir, por
el principio de no contradiccién), donde la nociéon de
verdad no juega ningun papel (o mejor dicho, se des-
peja al comienzo adoptando el principio de no contra-
diccion en su lugar). Segun esto, mas que decir que el
teorema de Godel expresa que lo postulado es reali-
dad antes que verdad, como hace Zubiri, mejor seria
decir que este teorema expresa que lo postulado es
real antes que «ldgico o consistente»®. Por otro lado,
Zubiri tiene razdén cuando afirma que la incompletitud
de este tipo de sistema axiomatico, como dijo Gédel
en 1947: «solamente puede significar que esos axio-
mas no contienen una descripcién completa de esa
realidad» (Godel, 2006, p. 362). Nunca la tendran po-
driamos agregar nosotros, y en consecuencia, viene a
colocar en evidencia que el método axiomatico no es
el adecuado para describir los objetos matematicos, o
que nunca seremos capaces de tener una descripcion
consistente y completa de objetos como por ejemplo
los asi llamados conjuntos.

Sobre el teorema de Cohen, segun el cual la nega-
cion de la HCC también es consistente con los axiomas
de Z-F (donde Cohen utiliza la nocién de conjuntos ge-
néricos ya mencionada y discutida antes), Zubiri nos
dice: «los conjuntos no son sélo sistemas de elemen-
tos determinados por precisa postulacion, sino que
hay, antes de eso, conjuntos que él [Cohen] llama
genéricos y que a mi modo de ver no son genéricos,
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sino que son la simple realizacion del conjunto, sin
las propiedades especificas determinadas por postu-
lacién» (Zubiri, 1982, pp. 145-146). Puesto que todo
conjunto tiene propiedades genéricas y especificas,
lo que dice Zubiri en esta cita es que el concepto de
conjunto genérico no alude tan sélo a lo que nosotros,
y tal vez Cohen, podriamos llamar el género préximo
de una definicidn, sino que también alude a la realiza-
cién por postulacion de un conjunto, a la afirmacién
de la existencia postulada de un conjunto, al conjun-
to como realidad postulada, al género préximo como
realidad postulada. Es decir, los conjuntos genéricos
de Cohen, segun Zubiri, son el género préximo de una
definicidn realizada por postulacién ante la inteligen-
cia, pero sin las propiedades especificas del objeto
asi postulado (las cuales por lo demas, también son
realizadas por postulacidn). Entonces, nos dice Zubi-
ri: «La especificacion no es aqui una diferencia ldgica
sino una determinacion real» (Zubiri, 1982, p. 146).
En consecuencia, siguiendo a Zubiri, se puede inferir
que las propiedades postuladas de los conjuntos en
los axiomas son reales antes que «verdaderas», o lo
que es lo mismo: «la realidad del conjunto [en lo que
respecta a sus notas o propiedades genéricas y espe-
cificas] esta antes que la verdad [consistencia logica]
axiomaticamente postulada» (Zubiri, 1982, p. 146).
Por ello que Zubiri termina el apéndice en comento,
diciendo a modo de conclusion: «A mi modo de ver,
éste es el sentido esencial de los teoremas de Godel
y Cohen: la anterioridad de lo real sobre lo verdadero
[la légica o consistencia o principio de no contradic-
cién] en la matematica» (Zubiri, 1982, p. 146).

Ahora bien, el teorema de Gédel no es un resultado
universal. En primer lugar, dentro de las ciencias ma-
tematicas existe una variedad de métodos diferentes
al axiomatico, y el teorema de Godel sélo ha venido a
probar el fracaso de éste método en cuanto y en tan-
to es imposible obtener una formalizacidén consisten-
te y completa de ciertos objetos matematicos que
son tratados como primitivas dentro del sistema for-
mal. Pero no esta dicho, y menos probado, que otro
método no pueda lograr una definicién satisfactoria,
si no de todos, al menos de algunos objetos mate-
maticos. En segundo lugar, existen una gran variedad
de sistemas axiomaticos consistentes y completos en
matematicas (por ejemplo, el calculo de predicados
de primer orden, la geometria de Hilbert, etc.) en los
que no se cumple el teorema de Godel, y en los que,
podriamos decir, que lo légico o la consistencia o el
principio de no contradiccidn estan a la misma altura
que lo real, o antes que lo real. En definitiva, si bien
es cierto, que el teorema de Godel y sus consecuen-
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cias deben ser tomadas en serio desde el punto de
vista de cualquier teoria del conocimiento, debemos
notar que no se trata de un resultado de aplicacion
universal, ni siquiera dentro de las ciencias matema-
ticas. El teorema de Gédel sélo es vélido para el mé-
todo axiomatico y dentro de éste sélo para aquellos
sistemas axiomaticos lo suficientemente ricos como
para que contengan los axiomas de Peano (o de la
aritmética clasica). En consecuencia, a partir de los
teoremas de Gédel y Cohen no podemos sacar la
conclusion general de que: lo real esté antes que lo
verdadero en la matemdtica.

Dejando a un lado aquellos objetos matematicos
que no sean formalizables por medio de un sistema
axiomatico consistente y completo, o lo que es lo
mismo, para aquellos objetos matematicos para los
que sea valido el teorema de incompletitud de Gédel,
podemos decir junto a Zubiri, matizando lo que dice:
«Por esto y sélo por esto es por lo que [el tipo de obje-
to matematico que no puede ser formalizado por me-
dio de un sistema axiomatico consistente y completo]
plantea problemas que pueden no ser resolubles con
el sistema finito de axiomas y postulados que han de-
finido su realizacion. Lo [asi] construido en “la” reali-
dad es, por estar realizado [de esa manera], algo mas
que lo postulado al realizarlo. Es a mi modo de ver el
alcance del teorema de Godel» (Zubiri, 1982, p. 138).
Asi las cosas, para Zubiri, el teorema de Godel, no sélo
coloca en evidencia las limitaciones del método axio-
matico (lo cual es sabido desde la aparicion de este
teorema), sino que ademas, y lo que es mas importan-
te: «deja al descubierto ante la inteligencia el carac-
ter de realidad de lo construido segln los axiomas y
postulados en cuestién» (Zubiri, 1982, p. 139). Al igual
que para Godel (2006, p. 362), la incompletitud no se-
ria para Zubiri un asunto de limitacién o incapacidad
en el conocimiento humano, sino que una caracteris-
tica propia de objetos reales, que en tanto reales son
«mas» que un contenido determinado’.

Antes de terminar, es necesario llamar la atencion
sobre un hecho que Zubiri no menciona, ni se ocupa
de los sistemas completos y consistentes, sistemas,
gue a nuestro juicio, ponen en entredicho considera-
blemente su postura ontoldgica frente a los objetos
matematicos, y sobre todo su interpretacion de los
teoremas de Godel y Cohen, restandole universalidad
a sus afirmaciones. Porque si aplicamos las ideas de
Zubiri a sistemas axiomaticos consistentes y comple-
tos, habria que concluir que los objetos formalizados
por tal tipo de sistemas no tienen un «mas», o no dan
«mas de si», porque estarian completamente caracte-
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rizadas sus notas (o propiedades), su existencia, y su
contenido por tal sistema axiomatico. En consecuen-
cia, no serian reales, de todo lo cual se sigue que las
matematicas tendrian objetos reales y objetos que
no serian reales en el sentido zubiriano. Entonces no
todos los objetos matematicos serian reales por pos-
tulacion. Por otra parte, équé hay de aquellos objetos
matematicos que no se presentan bajo sistema axio-
matico alguno, es decir, qué hay de aquellos objetos
matematicos que no son postulados por sistema axio-
matico alguno? Estas preguntas quedan aun abiertas,
creemos, a partir de y en la filosofia de Zubiri.

CONCLUSIONES

Después de revisar exhaustivamente el apéndice
«La realidad de lo matematico», es claro que el rea-
lismo matematico de Zubiri®, que quizas podriamos
llamar «constructivismo sentiente» es muy distinto
de otros realismos y posiciones filoséficas respecto a
la matematica y sus objetos®. Su idea de que la mate-
matica es un sistema de juicios o verdades acerca de
objetos reales, reales por postulacién o construccion,
se distancia de la posicidn tan comun entre algunos
matematicos que considera a los objetos matemati-
cos como ideales. Por otra parte, la manera en que
comprende Zubiri la «construccién» es distinta de la
de los formalistas o intuicionistas, pues para el fil6-

NOTAS

1. Traduccidén de los autores. Aqui el texto
original:  «Mathematicians, though

se contiene una proposicion que es o no
conforme a la verdad y segun la cual se

sofo espafiol se trata de postulacién o construccion
de un contenido en «la» realidad y no meramente de
una construccidn conceptiva (ya sea deduccién o eje-
cucién de operaciones).

Respecto a la interpretacidn zubiriana de los teo-
remas de Godel y Cohen, sélo cabe repetir dos pun-
tos ya mencionados. En primer lugar, el teorema de
Cohen no demuestra la falsedad de la Hipodtesis del
Continuo de Cantor como afirma Zubiri (Zubiri, 1982,
p. 137), sino que complementado con el teorema de
Godel, viene a probar la indecibilidad de la HCC en el
contexto de los Axiomas de Z-F. En segundo lugar, es
necesario matizar la afirmacién de Zubiri respecto a
que los teoremas de Godel y Cohen mostrarian «la an-
terioridad de lo real sobre lo verdadero en la matema-
tica» (Zubiri, 1982, p. 146), puesto que el alcance de
estos teoremas dista de ser universal, incluso dentro
de las matematicas, y por otra parte, hay que tener en
cuenta, que existen objetos matematicos en sistemas
axiomaticos consistentes y completos que no cumpli-
rian la nocién de objeto matemadtico real de Zubiri.
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Cohen, en el sentido de que lo real esta
antes que la verdad en matematicas,

privy to a wider range of mathemati-
cal truths than most of us, often incline
to agree with unsullied common sense
on the nature of those truths. They
see themselves and their colleagues
as investigators uncovering the prop-
erties of various fascinating districts of
mathematical reality: number theorists
study the integers, geometers study
certain well behaved spaces, group
theorists study groups, set theorists
sets, and so on».

. Algunas definiciones tradicionales de

Jjuicio: juicio es el acto mental por medio
del cual nos formamos una opinién de
algo; juicio es el proceso mental por me-
dio del cual decidimos conscientemente
que algo es de un modo u otro; juicio es
la afirmacion o la negacién de algo (de
un predicado) con respecto a algo (un
sujeto); juicio es un acto mental por me-
dio del cual se une (o sintetiza) afirman-
do, o se separa negando; juicio es una
operacion de nuestro espiritu en la que

dice que el juicio es o no correcto; jui-
cio es un producto mental enunciativo;
juicio es un acto mental por medio del
cual pensamos un enunciado; juicio es
un acto del entendimiento basado en la
fuerza de conviccidn; juicio es el conoci-
miento mediato de un objeto; juicio es
la facultad de juzgar o también el resul-
tado de la facultad de juzgar.

Respecto a la idea de Zubiri de conside-
rar tanto los objetos matematicos como
los personajes novelas como reales,
seria interesante hacer estudios e in-
vestigaciones para ver en qué medida
el realismo matematico de Zubiri podria
constituir una respuesta al ficcionalis-
mo de Hartry Field (1989).

Esta afirmacion de Zubiri, sin embargo,
no afecta en lo esencial sus argumentos
respecto a la realidad por postulacion
de los objetos matematicos, y tampoco
afecta esencialmente la interpretacién
que hace de los teoremas de Godel y
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siempre y cuando estemos hablando de
objetos, o aquellas partes de la mate-
matica, que no sean formalizables por
medio de un sistema axiomatico consis-
tente y completo.

Respecto a la relacién realidad y verdad:
«No es idéntico realidad y verdad por-
que hay o puede haber realidades que
no estén actualizadas ni tienen por qué
estarlo. En este sentido no toda realidad
es verdad. Verdad es una cualidad de la
actualizacion, y la actualizacion es un
momento fisico de lo real: sin afiadirle
ninguna nota mas, la actualizacién sin
embargo afiade a las notas realmente la
verdad. Por esto, verdad y realidad no
sélo no son idénticas, sino que tampo-
co son meramente correlativas: reali-
dad no es mero correlato de la verdad
sino fundamento de ésta, porque toda
actualizacion lo es de realidad. La reali-
dad es pues lo que da verdad a la inte-
leccién, es lo que “verdadera” en ella»
(Zubiri, 1982, p. 255).
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6. Ahora bien, hilando mas fino, y equipa-

rando lo «verdadero» con: la ldgica, la
consistencia y el principio de no contra-
diccién, como lo hemos insinuado antes,
y puesto que: el principio de identidad, el
principio de no contradiccién y el princi-
pio del tercero excluido son inseparables
y dicen mas o menos lo mismo; podria-
mos inferir que lo que dice el teorema de
Godel (para los casos en que sea aplica-
ble y en sus propios términos), es que si
queremos mantener la identidad, la no
contradiccion, y un solo ser del objeto asi
formalizado, tenemos que pagar el pre-
cio de no poder admitir: el movimiento,
el cambio, la evolucidn, la generacion, la
degeneracion, la negacién de si mismo,
la vida, etc. Entonces, contraviniendo lo
dicho por Zubiri podriamos decir: «no
se trata de que lo real esté antes que lo
“verdadero” en la matematica, sino que
lo real no esta en la matematica». Mejor
dicho: «no se trata de que lo real esté
antes que lo “verdadero” en la formali-
zacion axiomatica de la matematica, sino
que lo real no estd, no puede estar en
dicho tipo de formalizacién, sin perjui-
cio de que podria estar en otra forma de
hablar (describir, representar, formalizar,
etc.) de los objetos matematicos».

Alan Turing (1912-1954) habria estado
de acuerdo en que la incompletitud es
una limitacién humana y no meramente
légica, pero Turing llegd a esta conclusion
por una razén diferente. En efecto, Tu-
ring pensaba que el ser humano era una
maquina y puesto que él mismo habia
probado que existen problemas no com-
putables en las matematicas (su famoso
problema de la parada: «no existe un pro-
grama que prediga cuando un programa
dado se va a detener o no», de hecho si
uno supone que un tal programa existe
llega a una contradiccién, por lo tanto
su demostracion es por reduccion al ab-
surdo), se sigue que el ser humano es
inherentemente limitado en su naturale-
za (Turing, 1937). Sin embargo, Godel a
diferencia de Turing, pensaba que el ser
humano no se reducia a una maquina,
sino que tenia una chispa divina, y lo que
no lograba capturar o aprehender légica-
mente, lo haria por medio de la intuicién
y la creatividad. Durante su estadia en el
Instituto de Estudios Avanzados de Prin-
ceton (USA), y después de intentar probar
la «Hipdtesis del Continuo» de Cantor sin
éxito, Godel intentd probar la existencia
de la intuicion y la creatividad por medios
légicos y como una alternativa al método
légico, lo cual es obviamente paraddjico.
En este contexto problematico, Godel va
perdiendo la razén lentamente y se sui-
cida dejando de comer. (Cémo definir
y/o probar la existencia de la intuicion, la

creatividad, la conciencia y la vida?; ées
el ser humano una maquina o no? Los
adherentes al programa fuerte de la in-
teligencia artificial trabajan arduamente
bajo la hipétesis de que el pensamiento
y el cerebro humano son reducibles a una
maquina; mientras que Roger Penrose
piensa que no es asi, y en su libro titula-
do The Emperor’s New Mind (1989) usa
el Teorema de Incompletitud de Godel
para defender su posicion. Greg Chaitin
esta trabajando en post de alcanzar una
definicién de creatividad, para ello estd
sentando las bases de una nueva area
del conocimiento, que él llama «Meta-
bilogia», la cual seria un campo paralelo
a la bilogia, que estudia la evolucion por
medio de mutaciones aleatorias de «soft-
ware» artificiales, de manera que se pue-
dan demostrar teoremas o por lo menos
avanzar argumentos heuristicos al mismo
alto nivel que se acostumbra a hacer en la
fisica tedrica, para demostrar o argumen-
tar a favor de la creatividad en las mate-
madticas y la biologia, entre otros objeti-
vos muy dificiles de lograr; sin embargo
ya tiene algunos resultados preliminares
Mmuy auspiciosos, que se encuentran en su
«pre-print» titulado «To a mathematical
theory of evolution and biological creati-
vity» (2011). Willard L. Miranker y Gregg
J. Zuckerman (2008), que trabajan en el
Departamento de Ciencias de la Compu-
tacion de la Universidad de Yale (USA),
estan trabajando en los fundamentos ma-
temdticos de la conciencia, y para ello se
valen de los axiomas de Zermelo-Fraenkel
para la teoria de conjuntos y un axioma
que ellos llaman de anti-fundamento.

Quizad podriamos considerarlo, en cier-
to sentido, cercano, o al menos no
irreconciliable al realismo naturalista
encarnado de Lakoff y Nufiez (2000), y
la matematica como ciencia de las es-
tructuras fundamentales de la realidad
propugnada por quien escribe.

Algunas posiciones filoséficas destacadas
respecto a las matemdticas son: al forma-
lismo hilbertiano; el logicismo fregiano-
russelliano; el intuicionismo de Brouwer;
el idealismo platénico; el ficcionalismo
de Hartry Field, quien rechaza e invierte
el argumento de indispensabilidad de
Quine, sugiriendo que la matematica es
dispensable, y por lo tanto, es un cuer-
po de falsedades que no habla acerca
de nada real, sino que es una ficcién util.
Algunas posiciones realistas: el realismo
sensual aristotélico, en el sentido de que
a las ideas en general y a los conceptos o
ideas matematicos en particular, se llega
por medio de un proceso de abstraccion
y descontextualizaciéon delirante en que
van quedando atras las cualidades sensi-
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bles de los objetos; el realismo ingenuo,
en el sentido de que existe algo bien de-
finido independientemente de la accion y
el pensamiento humanos vy, sin embargo,
capaz de ser descrito adecuadamente en
un lenguaje humano, porque tenemos ac-
ceso directo a ello a través de la aprehen-
sidn; el realismo pragmatico, en el sentido
de que tomamos las cosas u objetos como
cosas reales tal cual se nos presentan en
la préctica diaria (intrinsecamente vincula-
das a la practica de la vida); la de un rea-
lismo naturalista encarnado a la Lakoff y
NUfiez, que a partir de las ciencias cogniti-
vas modernas ven la matematica como un
conocimiento enraizado en la encarnacion
cerebral de la mente y de la experiencia
diaria, y tratan de explicar como las ideas
matemdticas emergen en nuestros cuer-
pos y cerebros a través de mecanismos
cognitivos claramente formulables, tales
como las metaforas conceptuales, las cua-
les importan modos de razonamiento de
la experiencia senso-motora y, en conse-
cuencia, las matematicas no existirian en
ningun sentido real, excepto en el cerebro
humano; el realismo de Penelope Maddy,
que a partir del argumento de indispensa-
bilidad de Quine (el cual establece que las
matemadticas son el lenguaje fundamen-
tal e indispensable de nuestras mejores
teorias cientificas, particularmente de la
fisica, y que por lo tanto deben ser acep-
tadas como un cuerpo de conocimiento
verdadero, que habla acerca de entidades
existentes independientemente), entre
otros argumentos, infiere que los objetos
matematicos deben ser tan reales como
los objetos de la fisica; la posicion realista
de quien escribe, que piensa que por de-
bajo de nuestro mundo operan las leyes
de la ciencia, y que por debajo de éstas
operan leyes ain mas profundas, a saber
leyes matemadticas, es decir las matemati-
cas como la ciencia de las estructuras fun-
damentales de la realidad; el empirismo,
que niega que las matematicas se pue-
dan conocer a priori de ninguna manera,
afirmando que nosotros descubrimos los
hechos matematicos a través de investiga-
ciones empiricas; el quasi-empirismo de
inspiracion Popperiana y desarrollado por
Imre Lakatos, Greg Chaitin y Stephen Wol-
fram, que dice que los matematicos en su
investigacion, por una parte, proponen y
testean hipdtesis, y por otra, demuestran
teoremas, porque un argumento mate-
mdtico puede transmitir falsedad de las
conclusiones a las premisas, como asi
mismo transmitir verdad de las premisas
a la conclusion; el realismo social o cons-
tructivismo social, que ve las matemdticas
primariamente como una construccién
social, como un producto de la cultura,
sujeto a correcciones y cambios; o etc.
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