Arbor

Poincaré, creador de los métodos
todavia modernos en las
ecuaciones diferenciales y en la
mecanica celeste

Amadeu Delshams i Valdés

Arbor CLXXVIII, 704 (Agosto 2004), 669-689 pp.

Con motivo del sesquicentenario del nacimiento de Henri Poincaré, re-
sulta impresionante comprobar la influencia actual de su obra, asi como
el gran adelanto de sus métodos e ideas respecto a las de los cientificos co-
etdneos. En esta conferencia se repasan algunas de sus contribuciones
principales a las ecuaciones diferenciales y a la mecdnica celeste, y se dis-
cute el papel central que tuvo en éstas su memoria sobre el problema de
tres cuerpos presentada en 1889 a un concurso para conmemorar el se-
xagésimo aniversario del Rey Oscar IT de Suecia y Noruega.

En particular, el descubrimiento de un error esencial en la memoria
presentada por Poincaré le llevé al descubrimiento de las orbitas ho-
moclinicas, que son la causa principal de generacion de movimiento cao-
tico, con lo que Poincaré se avanzé en muchos arnos a los descubridores
posteriores de movimiento complicado en los sistemas dindmicos.

1. Introduccion

Cuando se cumple el sesquicentenario de Poincaré, resulta impresio-
nante volver la vista atras, y reconocer el gran impulso que las ecuacio-
nes diferenciales y la mecanica celeste recibieron de él. Ademas, es muy
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claro comprobar el hecho de que Poincaré se avanzé en mucho a sus coe-
taneos, en tanto y cuanto introdujo una gran variedad de métodos total-
mente nuevos, combinando métodos cuantitativos con cualitativos, con
topologicos y geométricos.

En esta conferencia vamos a ver que
un hecho central en su carrera, al menos
en lo referente a las ecuaciones diferen-
ciales y a la mecanica celeste, fue la pre-
sentaciéon en 1889 de una memoria so-
bre el problema restringido de tres
cuerpos al concurso para conmemorar el
sexagésimo aniversario del Rey Oscar 11
de Suecia y Noruega. Sus resultados an-
teriores a esta fecha le fueron de gran
importancia para el desarrollo de la me-
moria, pero el esfuerzo realizado por
Poincaré durante los afios 1 887 a 1 889
fue extraordinario, mas alin si se tiene
Henry Poincaré en cuenta que por en medio tuvo que
arreglar un error esencial cometido en
la memoria, que invalidaba su resultado sobre la estabilidad del proble-
ma restringido de tres cuerpos. Sin embargo, al corregir este error, y en
poco menos de medio afio, Poincaré fue capaz de descubrir las 6rbitas ho-
moclinicas, cuya existencia es la causa principal de existencia de movi-
miento cadtico en un sistema. En este sentido se avanzd de manera con-
siderable a los conocimientos existentes en su tiempo, hasta el punto que
aun hoy en dia los trabajos de Poincaré, especialmente los relacionados
con su memoria, son fuente de inspiracion para trabajos innovadores, con
lo que se pone de manifiesto la vigencia actual de su obra.

2. Antes de 1889

En su tesis Sur les propriétés des fonctions définies par les équations
aux différences partielles [27], publicada en 1879, Poincaré estudié la li-
nealizacion analitica de un campo vectorial en un entorno de un punto de
equilibrio, a través de la existencia de soluciones analiticas de ecuaciones
en derivadas parciales casi lineales de primer orden. En particular, des-
cubrié que cuando los exponentes caracteristicos del punto de equilibrio
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de un campo vectorial analitico de dimensién arbitraria cumplian una
condicion algebraica, la asi llamada condicién de no resonancia, junto con
una condicién geométrica, consistente que el origen no esté contenido en
la envolvente convexa en el plano complejo de los exponentes caracteris-
ticos, entonces existe un cambio analitico en un entorno del punto de
equilibrio que lo transforma simplemente a su parte lineal.

Actualmente, esta condicion geométrica es conocida como dominio de
Poincaré (véase, por ejemplo, [4], y se ha revelado como uno de los pocos
casos para los cuales se puede garantizar la linealizacion analitica de un
campo vectorial. Es una muestra inequivoca de su genio la elegancia con
la que utiliza el método de los mayorantes, introducido por Cauchy con el
nombre de cdlculo de los limites dentro de los cuales las series formales
obtenidas eran convergentes.

Pero es a continuacion de su tesis cuando Poincaré engendra lo que se
conoce hoy en dia como teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales or-
dinarias, a través de su Memoria sobre las curvas definidas por una ecua-
cion diferencial [28, 29, 32, 33], que de hecho consta de cuatro partes re-
partidas entre 1881 y 1886.

En estos articulos, Poincaré, consciente de la imposibilidad de inte-
grar la vasta mayoria de ecuaciones diferenciales ordinarias mediante
cuadraturas de funciones conocidas, se propone realizar un estudio geo-
métrico que combine el estudio local de las soluciones con el estudio glo-
bal, haciendo intervenir, cuando haga falta, los métodos topologicos que
¢l mismo desarrolla.

Ya al introducir este tipo de estudio cualitativo en el primero de los
articulos de esta memoria, Poincaré se plantea su posterior aplicacién en
los problemas de mecanica celeste, entre los cuales cita en particular el
problema de los tres cuerpos, sobre el cual formula diversas cuestiones,
principalmente relacionadas con la estabilidad de las trayectorias.

Sin embargo, en las dos primeras partes de la memoria sobre las cur-
vas definidas por una ecuacion diferencial, Poincaré limita su estudio a
las ecuaciones diferenciales de dimension dos. En su estudio local de los
puntos de equilibrio, Poincaré introduce su indice que permite, por ejem-
plo, diferenciar a los puntos silla de los nodos, que después dio lugar al
teorema del indice de Poincaré para superficies cerradas. En particular,
comprueba que todo campo sobre la esfera contiene puntos de equilibrio.

También introdujo las lineas de seccioén y sus aplicaciones de retorno
asociadas, que actualmente se conocen como secciones de Poincaré y apli-
caciones de Poincaré, respectivamente, y utilizo estas herramientas para
determinar la existencia de ciclos limite, es decir, soluciones peridédicas
aisladas, asi como sobre su posible distribucion.
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Las dos primeras partes de la memoria aparecieron casi sucesiva-
mente, mientras que las dos ultimas no lo hicieron hasta al cabo de de
tres afios. En la introduccién de la tercera parte, Poincaré pone de mani-
fiesto la semejanza entre las cuestiones tratadas en las dos primeras par-
tes de la memoria y el problema de estabilidad del sistema solar, mucho
mas dificil, al ser necesario considerar sistemas de orden mucho mayor a
dos, y se plantea, asi, estudiar sistemas de dimension mas alta, al menos
al final de la memoria.

En las dos ultimas partes de esta memoria, Poincaré estudia los cam-
pos vectoriales sobre superficies, generalizando su teorema del indice
para superficies diferentes a la esfera. Esto le lleva a estudiar campos
vectoriales sobre el toro, donde se encuentra con problemas de pequefios
denominadores, asociados a nimeros de rotacion irracionales, y simila-
res a los que se encontrara mas adelante al considerar las aproximacio-
nes del método de Lindstedt usadas en mecanica celeste, asi como con la
existencia de campos vectoriales sin puntos de equilibrio.

Trabajando con campos vectoriales multidimensionales, Poincaré se
da cuenta que puede utilizar también las hipersuperficies de seccion y las
aplicaciones de Poincaré, de manera que el estudio del comportamiento
alrededor de una orbita periddica se reduce al de los iterados de una apli-
cacion en un entorno de un punto fijo. E introduce los exponentes carac-
teristicos asociados a una orbita periddica, los cuales le proporcionan, en
primer orden, la informacién sobre su estabilidad, asi como los invarian-
tes integrales, que mas tarde seran de una gran importancia para el caso
de sistemas hamiltonianos. Se encuentra de nuevo con los pequeiios di-
visores al intentar calcular las series de las posibles integrales primeras
o de las soluciones del sistema.

De hecho, Poincaré ya habia trabajado con series trigonométricas en
[31, 34], insistiendo entre la diferencia entre la convergencia puntual y
la convergencia uniforme, asi como las condiciones sobre los coeficientes
de Fourier que permiten derivar término a término las series de Fourier,
siempre pensando en su aplicacién a las series provenientes de mecani-
ca celeste.

Finalmente, Poincaré habia ya abordado en 1884 el estudio de 6rbitas
periodicas del problema de tres cuerpos [], y generalizo el trabajo de Hill,
probando la existencia de un continuo de orbitas periddicas del problema
de tres cuerpos, que después clasifico en tres tipos, en funcion de su ex-
centricidad e inclinacion. Estos resultados le fueron de de gran impor-
tancia para la posterior discusion de orbitas periddicas que llevo a cabo
en [36].
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3. La memoria sobre el problema de tres cuerpos

En el afio 1 884, Gosta Mittag Leffler, profesor de’mateméticas puras
de la Universidad de Estocolmo, le propone al Rey Oscar II de Suecia y
Noruega la realizacién de un concurso matematico con el fin de conme-
morar el sexagésimo aniversario del monarca, que tendria lugar cinco
afios mas tarde, més concretamente el 21 de enero de 1889.

Este tipo de concursos no eran inusuales durante el siglo XIX y, aun-
que los premios ofrecidos no eran economicamente muy altos, proporcio-
naban un prestigio considerable a los ganadores. Ademas, Mittag-Leffler
habia fundado la revista matematica Acta Mathematica dos afios antes
y, como su editor jefe, queria asociar este concurso a la revista, para dar-
le mas publicidad y prestigio a la revista, esperando que atrajese articu-
los importantes.

El Rey Oscar, que sentia una debilidad manifiesta por las matemati-
cas, como consecuencia de haber cursado algunas asignaturas de ma-
tematicas en la Universidad de Uppsala, ya habia ayudado anteriormen-
te a Mittag-Leffler en la fundacion de Acta Mathematica y aceptod
rapidamente la idea de Mittag-Leffler, ofreciendo un premio consistente
en una medalla de oro y 2500 coronas. Aunque el valor econémico del pre-
mio no era muy alto (para apreciarlo mejor, digamos que el sueldo anual
de Mittag-Leffler de 7 000 coronas por entonces), el hecho de que estu-
viese patrocinado por todo un Rey de Suecia le daba un prestigio compa-
rable al que podian tener, por ejemplo, los futuros premios Nobel.

El disefio del jurado no fue facil. Por un lado, la ausencia de cualquier
matematico distinguido restaba prestigio al premio y alimentaba las que-
jas del campo o pais correspondiente sobre posibles partidismos. Por otro
lado, debido al fuerte caracter y rivalidades existentes entre algunos ma-
tematicos importantes, por el bien del premio habia que evitar poner en
el tribunal a matematicos claramente enfrentados. Asi pues, Mittag-Lef
fler se decidié por un tribunal muy proximo a él, compuesto por sus an-
tiguos mentores Hermite y Weierstrass, como representantes de la es-
cuela francesa y alemana, y él mismo, como editor jefe de Acta.

La decision del tema o problemas del concurso también llevo su tiem-
po. Por un lado, dejar el tema totalmente abierto conllevaba el problema
de tener que comparar trabajos sobre materias muy dispersas y desco-
nocidas para los miembros del tribunal, y la resolucién del premio abriria
asi las puertas a quejas sobre desconocimiento o partidismo del tribunal.
Por otro lado, limitarlo a un Unico problema cerraba la puerta a muchos
posibles concursantes, con lo que la calidad del premio se podia ver afec-
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tada. Finalmente se opt6 por plantear cuatro preguntas, dejando abierta
la posibilidad para que se presentasen trabajos que versasen sobre otros
temas, en el bien entendido de que se daria prioridad a las memorias que
tratasen las cuatro preguntas planteadas.

El anuncio oficial del concurso se publico a mediados del afio 1 885 en
Acta y en Nature. En el anuncio se mencionaba el premio, se nombraba
la comisién, se planteaban las cuestiones y se estipulaban las condiciones
de entrega de las memorias, las cuales tenian que estar en manos del ed-
itor jefe de Acta antes del uno de junio de 1888, con lo que el plazo era de
tres anos.

De las cuatro preguntas, Weierstrass formulé una y Hermite tres. La
primera, que versaba sobre el problema de n cuerpos y habia sido plan-
teada por Weierstrass, parecia la mas importante, al menos teniendo en
cuenta su redaccion y la longitud y detalles de su formulacion:

Dado un sistema formado por un niimero arbitrario de puntos materiales que
se atraen mutuamente de acuerdo con las leyes de Newton, se propone, bajo
la hipétesis de que un choque entre dos o mds particulas no tiene nunca lu-
gar, desarrollar las coordenadas de cada particula en una serie procedente de
funciones conocidas del tiempo y que sean uniformemente convergentes para
cualquier valor del tiempo.

Parece ser que este problema, cuya solucion ampliard nuestro conocimiento
sobre el sistema del universo, puede ser resuelto por medio de las herramien-
tas analiticas de que se dispone actualmente; esto es al menos lo que cabe su-
poner, ya que poco antes de su muerte Lejeune-Dirichlet comunicé a un ami-
go suyol, matemdtico, que habia descubierto un método para integrar las
ecuaciones diferenciales de la mecdnica, y que él habia tenido éxito, al apli-
car este método, en demostrar la estabilidad de nuestro sistema planetario de
manera totalmente rigurosa. Desafortunadamente no sabemos nada sobre
este método, excepto que el punto de partida para este descubrimiento parece
haber sido la teoria de las oscilaciones infinitesimales. Sin embargo, se pue-
de suponer casi con total certeza que este método no estaba basado en largos
y complicados cdlculos, sino en el desarrollo de una idea fundamental sim-
ple, que se espera razonablemente que se pueda encontrar de nuevo por me-
dio de un estudio mds serio y perseverante.

Sin embargo, en caso de que nadie tenga éxito en resolver el problema pro-
puesto dentro del plazo del concurso, el precio podria ser otorgado a un tra-
bajo en el cual algiin otro problema de la mecdnica sea tratado en la forma
indicada y sea resuelto completamente.

1 Leopold Kronecker
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Del enunciado de esta cuestion se desprende tanto el gran interés que
tenia Weierstrass por este problema, que habia intentado atacar junta-
mente con Sofia Kovalevskaya, como el gran respeto que le merecia la
reputacién de Dirichlet, cuyas afirmaciones le inducian a creer que se
podia probar la convergencia de algin desarrollo para las soluciones del
problema de tres cuerpos.

De las tres preguntes restantes, dos fueron formuladas por Weiers-
trass, y la altima por Hermite. Asi, la segunda de las preguntas requeria
un analisis detallado de la teoria de ecuaciones diferenciales introducida
por Fuchs, la tercera versaba sobre las ecuaciones diferenciales no linea-
les de Briot y Bouquet, y la Gltima estaba dedicada al estudio de las re-
laciones algebraicas conectando las funciones fuchsianas de Poincaré que
tienen el mismo grupo de automorfismos.

4. El efecto del concurso sobre Poincaré

Cuando se publica el anuncio, Poincaré tiene solamente treinta y un
afios, pero ya es conocido dentro del mundo de las matematicas por sus
resultados sobre teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, topologia
y funciones fuchssianas o automorfas, entre otros. Ademas, los tres
miembros de la comisién habian pensado en él como uno de los posibles
concursantes, no solamente para atacar el problema de n cuerpos, sino
también al menos para el cuarto problema, ya que era Poincaré quien
habia introducido las funciones llamadas por él fuchsianas.

Como parece ser que a Poincaré lo costé un poco tomar la decision de
presentarse al concurso?, Mittag-Leffler decidi6 enviarle una carta el 13
de julio de 18873, animandole a participar. Poincaré le contesta el 16 de
julio, confirmandole su intencién de hacerlo intentando resolver el pri-
mer problema. En la misiva, después de recordar Poincaré los resultados
que ha encontrado para el problema restringido de tres cuerpos —donde se
tienen dos puntos materiales, llamados primarios, girando uno alrededor
del otro a lo largo de una circunferencia, y cuyo problema consiste en des-
cribir el movimiento de una tercera particula de masa tan pequefia que

2 Para mas detalles sobre Poincaré y el premio del Rey Oscar, véanse, por
ejemplo, [13, 5, 6, 7]

3 La referencia estandar para la correspondencia de Poincaré son los Archivos
Henri Poincaré de la Universidad de Nancy 2, http://www.univ-nancy?2.fr / poin-
care/, y [24] en particular para la correspondencia entre Poincaré y Mittag-Leffler.
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no afecta al movimiento de los primarios—, le comenta a Mittag-Leffler
que espera atacar el problema general no ya para resolverlo, empresa
que le parece casi imposible, sino al menos para obtener unos resultados
mnuevos lo suficientemente relevantes para poder enviarlos al concurso.

A lo largo de dos afios, Poincaré trabajo de manera persistente en el
problema de tres cuerpos®. Al final de esos dos afios, Poincaré habia ci-
mentado completamente su teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales.

Asi, fundamenta su teoria de invariantes integrales que especializa a
sistemas hamiltonianos, donde el volumen es un invariante integral.
Como aplicacién, desarrolla su teorema recurrente, gracias al cual puede
probar la estabilidad Poisson en sistemas conservando volumen confina-
dos en regiones acotadas.

Profundiza sus estudios sobre Orbitas periodicas y su estabilidad, ob-
teniendo condiciones de linealizacién en un entorno de ellas cuando los
exponentes caracteristicos introducidos por él satisfacen una condicion
analoga a la descrita por el dominio de Poincaré en el entorno de un pun-
to de equilibrio. Aqui Poincaré se dio cuenta de que podia obtener la so-
lucién completa cerca de Orbitas periddicas gracias a la ausencia de pe-
quefios divisores. Por otro lado, cuando éstos aparecian, daban lugar
tipicamente a la divergencia de los desarrollos.

Asi, Poincaré reforzo el papel jugado por los exponentes caracteristicos
no triviales de 6rbitas periédicas no sélo para resultados de estabilidad,
sino también para probar la inexistencia de integrales primeras unifor
mes para el problema restringido de tres cuerpos, lo cual generalizaba un
resultado anterior, debido a Bruns, sobre la no integrabilidad algebraica.

Las integrales primeras son las constantes de movimiento, y la uni-
formidad significaba para Poincaré la dependencia analitica no sélo res-
pecto a las variables del sistema, sino también respecto a los parametros
del sistema, y en particular en el problema restringido de los tres cuer-
pos respecto a la razon relativa entre las masas de los primarios. Des-
pués de obtener este resultado, Poincaré confirma que no es posible en-
contrar desarrollos en serie para la soluciéon general del problema
restringido de tres cuerpos que sean uniformemente convergentes, y se
concentra en la demostracion de la estabilidad del problema, para la que
utiliza métodos geométricos similares a los de su teoria de ecuaciones di-
ferenciales en el plano, es decir, de un caracter mucho mas cuantitativo.

4 Como prueba de ello, se puede comparar la produccion cientifica de Poin-
caré en los afios 1888 y 1889 con la de los afios anteriores y posteriores. La lista
de publicaciones de Poincaré se puede encontrar también en http:/www. univ-
nancy2.fr/poincare/.
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La existencia de exponentes caracteristicos con partes reales no nulas
da lugar a la aparicién de drbitas periddicas de tipo silla, inestables por
lo tanto, pero con separatrices asociadas, consistentes en las trayectorias
que tienden hacia las orbitas periodicas para tiempos arbitrariamente
positivos (superficie asintética estable, en la terminologia de Poincaré), o
bien para tiempos arbitrariamente negativos (superficie asintética ines-
table). Poincaré prueba que estas superficies asintdticas se cortan, y de
aqui deduce, erroneamente, que tienen que coincidir, con lo que las tra-
yectorias que se encuentran entre dos separatrices diferentes permane-
cen siempre alli y no se escapan al infinito, dando lugar asi a un resul-
tado de estabilidad del problema restringido de tres cuerpos, que es
anunciado con cierto énfasis en la introduccion de la memoria [35] que
Poincaré presenta al concurso durante mayo de 1 888. Esta memoria, que
representaba un avance espectacular en los métodos de la teoria de ecua-
ciones diferenciales, al combinar métodos cuantitativos con cualitativos
y geométricos, ha sido considerada como el primer tratado sobre teoria
cualitativa de ecuaciones diferenciales. Contenia tantas ideas nuevas
que contribuy6 significativamente a la idea general de que muy poca gen-
te era capaz de entender los resultados de Poincaré®. Sin embargo, la
memoria que aun hoy en dia continua siendo tan popular, no es la mis-
ma que la que Poincaré presento6 al concurso.

5. El concurso y el error

Se presentaron doce memorias, de las cuales cinco, entre ellas la de
Poincaré, versaban sobre el primer problema del movimiento de los n
cuerpos. Otra versaba sobre el tercer problema, y las seis restantes esta-
ban dedicadas a otros problemas. En una primera seleccién, los miem-
bros del comité, ayudados por Edvard Phragmén, uno de los editores
d’Acta, destacaron a tres por encima del resto. Después de una lectura re-
alizada en paralelo por Hermite en Paris, y por Weierstrass y Mittag-Lef-
fler en Berlin, todos ellos coincidieron al cabo de un mes en que habia
una memoria que sobresalia por encima de las otras, que era la que se
merecia claramente el premio. Aunque las memorias se presentaban
and6nimamente, no les fue dificil reconocer la autoria de Poincaré en la
memoria ganadora.

5 Segun Poincaré, no mas de una docena; véase, por ejemplo, http://www.h-
poincare.com/public/histoire/poincarel.htm.
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Ahora bien, una cosa era decidir cual era la memoria ganadora y otra
mucho més complicada justificarlo, y hacer ademas el trabajo de revision
necesario para que la memoria fuese publicada en Acta, tal como estaba
establecido en las bases del concurso. Aqui Mittag-Leffler era el mas in-
teresado en obtener una version final lo mas clara posible, para facilitar
su posterior difusién. Ahora bien, Mittag-Leffler conocia por anteriores
lecturas de trabajos de Poincaré que sus escritos no se caracterizaban por
una riqueza de detalles, por lo que sabia que este trabajo de revision no
seria nada facil, aunque lo hiciese junto con Weierstrass. Ademas, habia
que tener en cuenta que la memoria presentada por Poincaré era muy
larga (162 paginas), y contenia muchas ideas completamente nuevas.

Finalmente, después de haber identificado toda una serie de pasos os-
curos, Mittag-Leffler se decidié a escribir a Poincaré en nombre de los
tres miembros del tribunal—rompiendo asi las reglas del concurso, en el
cual supuestamente todas las memorias eran anénimas—, confirmando-
le que su memoria era una obra maestra, pero adjuntandole una lista de
puntos que requerian una mayor explicacion. Poincaré contestd envian-
do nueve Notas aclaratorias a modo de apéndice, que significaban 94 pa-
ginas mas.

La comision encontrd otra memoria (debida a Paul Appell, compaiero
de estudios de Poincaré en Nancy) que era al menos merecedora de un re-
conocimiento, con lo que después de revisar ambas memorias, se encontro
finalmente dispuesta a emitir sus resultados. En principio, era preceptivo
también un informe (que, claro estd, pasaria a la posterioridad), que si bien
fue realizado por Hermite para la memoria de Appell, no ocurrié lo mismo
con la memoria de Poincaré, ya que Weierstrass, quien era el encargado de
hacerlo, se encontraba con frecuentes problemas de salud y no encontraba
el tiempo y las fuerzas necesarias para llevarlo a cabo.

El 20 de enero de 1889, el dia anterior al sexagésimo aniversario del
Rey Oscar, el monarca aprobé oficialmente el resultado de la comisién
que le fue presentado por Mittag-Leffler, consistente en la concesion del
premio a Henri Poincaré, asi como una mencién honorable para Paul Ap-
pell. El resultado se publico rapidamente en la prensa internacional, y
Poincaré y Appell fueron considerados poco menos que héroes nacionales
por la prensa francesa, ya que habian triunfado sobre la matematica ale-
mana, que era la tradicionalmente considerada dominante. Posiblemen-
te como consecuencia de este triunfo francés sobre Alemania, Poincaré y
Appell fueron nombrados rapidamente caballeros de la Legion de honor.

Mittag-Leffler sali6 también muy reforzado en su calidad de organi-
zador del concurso y editor jefe de Acta, y alimentaba la esperanza de que
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ambas memorias fuesen publicadas dentro del mismo 1889. De hecho, el
volumen se acabd de imprimir durante el mes de noviembre de 1889, sin
el informe de Weierstrass. Pero fue entonces cuando se encontré un im-
portante error en la memoria de Poincaré que impidi6 la publicacion del
volumen ya impreso.

De hecho, la primera sefial de que algo no funcionaba bien sucedié en
julio de 1889 mientras Phragmén estaba revisando el articulo de Poin-
caré, en su calidad de editor de Acta®. Phragmén encontrd algunos pasa-
jes poco claros sobre la convergencia de los desarrollos de las series
asintéticas en funcién del parametro /u , donde p es la razén relativa en-
tre las masas de los cuerpos primarios en el problema restringido. Asi se
lo comunico a Mittag-Leffler, quien escribié el 16 de julio una carta a
Poincaré pidiéndole mas detalles sobre este punto.

Poincaré no contesta a Mittag-Leffler hasta el uno de diciembre, co-
municandole que el error detectado por Phragmén es grave:’

Mon cher ami,

J'ai écrit a M. Phragmén pour lui parler d’une erreur que javais commise et
il vous a sans doute communiqué ma lettre. Mais les conséquences de cette
erreur sont plus graves que je ne l'avais cru d’abord. Il n'est pas vrai que les
surfaces asymptotiques soient fermées, au moins dans le sens ou je l'entendais
d'abord. Ce qui est vrai, c’est que si je considére les deux parties de cette sur-
face (que je croyais hier encore raccordées l'une @ l'autre), se coupent suivant
une infinité de courbes trajectoires asymptotiques (et de plus que leur distan-
ce est un infiniment petit d’ordre plus élevé que uP quelque grand que soit p).
Javais cru que toutes ces courbes asymptotiques aprés s’étre éloignées d'une
courbe fermée représentant une solution périodique, se rapprochaient ensuite
asymptotiquement de la méme courbe fermée. Ce qui est vrai, c’est qu’il y en
a une infinité qui jouissent de cette propriété.

Je ne vous dissimulerai pas le chagrin que me cause cette découverte. Je ne
sais d’abord si vous jugerez encore que les résultats qui subsistent, & savoir
lexistence des solutions périodiques, celle des solutions asymptotiques, la
théorie des exposants caractéristiques, la non-existence des intégrales unifor-
mes et la divergence des séries de M. Lindstedt méritent la haute récompense
que vous avez bien voulu m’accorder.

6 Segtn Goroff [40], Phragmén fue uno de los concursantes, pero no parece
haber ninguna otra constancia de que esto sea cierto.
" Poincaré a Mittag-Leffler, 1.12.1889. Para mas detalles y comentarios sobre
véase [5] y http://www.univ-nancy?2.fr/poincare/chp/hpcochron.html.
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D’autre part, de grands remaniements vont devenir nécessaires et je ne sais si
on n’a pas commencé @ tirer le mémoire; jai télégraphié a M. Phragmén.

En tout cas je ne puis mieux faire que de confier mes perplexités a un ami aus-
si dévoué que vous l'avez toujours été. Je vous en écrirai plus long quand jau-
rai vu un peu plus clair dans mes affaires.

Veuillez agréer, mon cher ami, avec mes bien sincéres excuses, l'assurance de
mon entier dévouement.

Poincaré

Esta carta es quizas el peor tipo de carta que puede recibir un editor
de una revista y organizador de un premio, ya que la edicién esta ya aca-
bada e incluso distribuida, y ademas puede acarrear serios perjuicios
para el prestigio del premio y del comité el que se publique y se dé el
premio a una memoria con un error esencial, sin contar con la repercu-
sion que todo este asunto puede tener en la casa real sueca. Ademas, no
queda claro en ella si el error tiene arreglo ni exactamente cual es su
abasto, asi como cuando se podra arreglar.

Mittag-Leffler contesta a Poincaré el 4 de diciembre manifestandole
su perplejidad al conocer estas noticias, pero afiadiendo que esta fuera de
duda el que la memoria sea una obra maestra que sera una referencia
puntal en la mecénica celeste, confirmandole que en su opinién el premio
le ha sido justamente otorgado. (Sin embargo, no es tan indulgente con
Poincaré en otra carta enviada a Hermite dos dias mas tarde, y que se
conserva en los archivos de I’Académie des Sciences, donde le comenta
que el error cometido por Poincaré es tan grave que hay pocas paginas
donde no se usan resultados que no sean falsos.)

Desafortunadamente, la carta de Poincaré ha llegado demasiado tar-
de, ya que la memoria original ha sido distribuida, y Mittag-Leffler se
pone manos a la obra para intentar recuperar todos los ejemplares.

Al dia siguiente, el 5 de diciembre, Mittag-Leffler le escribe otra car-
ta a Poincaré, comunicandole .que estd en vias de recuperar practica-
mente todos los ejemplares enviados, excepto los de Lindstedt y Gyldén
que espera recuperar personalmente, y le sugiere que se haga cargo del
costo de la edicion del ejemplar malogrado (lo que Poincaré hara mas
adelante, teniendo que abonar mas de 3.585 coronas, con lo que Poincaré
de hecho perdidé dinero en este concurso). Mittag-Leffler destruye todos
los ejemplares, excepto al menos dos, que se han conservado en el Insti-
tuto Mittag-Leffler. (Uno de los cuales parece ser el que descubre Richard
McGehee, durante una estancia post-doctoral al instituto [13].)

En la misma misiva, Mittag-Leffler le propone a Poincaré que escriba
una nueva version libre de error, pero sin hacer modificaciones muy profun
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das, simplemente afiadiendo que en la introduccién solo se mencione que la
version publicada solo es una modificacién de la presentada, donde se inclu
yen aclaraciones para algunos puntos, y se subsana un error encontrado.

Finalmente, a principios de enero de 1889 Poincaré envia a Phrag-
mén una version corregida de su memoria. En ella incorpora las notas
dentro del cuerpo del texto, y realiza importantes avances, como la in-
troduccion de las 6rbitas doblemente asintéticas (mas tarde llamadas ho-
moclinicas por Poincaré en [39]) para corregir el error encontrado. Por
culpa del retraso acumulado debido a la edicion de otros trabajos, el vo-
lumen conteniendo la memoria de Poincaré tal como se la conoce hoy en
dia [36], junto con la memoria de Appell y el informe de Hermite sobre
ésta ultima, no aparece hasta mediados de noviembre de 1890.

6. Escision de separatrices

Tal como ya se ha dicho brevemente, el error de Poincaré estaba cau-
sado por su creencia de que las superficies asintoticas estable e inestable
asociadas a una Orbita periddica, al tener que cortarse por argumentos de
conservacion del volumen en sistemas hamiltonianos, tenian que coincidir.

Poincaré estudiaba el problema restringido de tres cuerpos, que es un
sistema hamiltoniano con dos grados de libertad. Después de haber es-
tudiado la existencia de orbitas periddicas de tipo silla, Poincaré presento
un modelo simple de Hamiltoniano a considerar para estudiar el tipos de
movimiento que tenia lugar cerca de esas Orbitas periodicas.

El modelo de Hamiltoniano escogido por Poincaré era de la forma
H(x,q;y,p), donde (x,q) juegan el papel de variables de posicion, y (y,p) son
sus momentos asociados, y tenia la forma [36, pag. 220]:

H(x,q;y,p)=p+ y2 —2usin2%—,u£cosqsinx
(1)

dependiendo de dos parametros >0 y €, supuestamente pequefios, cuyas
ecuaciones diferenciales asociadas son:

. _OH . OH .
x=—=2y, y=———=USInX+ UECOSGCOSX
dy ox
. _OH . OH o
g=—-+=1 p=———=-—UEsIngsinx
op oq
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Para estudiar cualitativamente estas ecuaciones, Poincaré introdujo
la aplicacion tiempo 21 o aplicacién de Poincaré, que es el difeomorfismo
del plano {(x,y) que a cada punto (x,, y,) le asocia P(x,, y,) = (x(2m), y, (2m)),
donde (x(f), y(¢)) es la trayectoria del sistema con condiciones iniciales
x(0) = x,, y(0) =y,, g(0) = 0, p(0). Tenemos asi que la dindmica se reduce
a la iteracién de una aplicacion 2-dimensional que ademas conserva area,
como consecuencia de que las ecuaciones son hamiltonianas.

Si e =0, el Hamiltoniano (1) se reduce a

. X
H(x,q;y,P)=P+y2 "2“51]’125,

que es el hamiltoniano de un rotor lineal y un péndulo. Las ecuaciones
asociadas poseen la solucién 2n-periddica

x=0,9=ty=0,p=0,
de energia H = 0, que es de tipo silla, al ser sus exponentes carac-

teristicos T4/21 Las soluciones asintéticas (estable e inestable) aso-
ciadas a esta orbita periddica forman superficies dadas por las ecuacio
nes

By =g g =sluces,

y——g, dq

es decir

y=i1/2/,tsin§, p=0,

y por tanto las superficies asintéticas para e = 0 cierran una regién cuya
anchura es del orden de V 1, y son por tanto doblemente asinidticas, es
decir, asintéticas a la o6rbita periddica para t — + , y son comUnmente
denominadas separatrices.

Si €#0, en la memoria presentada al concurso, Poincaré [35, pag. 143]
creyd erroneamente que las superficies doblemente asintdticas, al tener
que cortarse forzosamente por argumentos de conservacion de area,
tenian entonces que coincidir a todo orden, con lo que formaban una ba-
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rrera que impedia el transporte a través de ellas, con lo que una trayec
toria que en algin momento se encontraba entre ellas, tenia que conti-
nuar siempre dentro y no se podia escapar. Este argumento es el que le
llev6 a afirmar la estabilidad del problema restringido de tres cuerpos.

Sin embargo, en la memoria corregida [36, pag 222], Poincaré se de-
dica a buscar los puntos de interseccion entre las superficies asintdticas,
avanzandose en mas de setenta afnos a lo que hoy en dia recibe el nom-
bre de método de Melnikov (véase, por ejemplo, [17]). Asi, Poincaré buscd
las superficies asintéticas en la forma

_95 _9s
y==c P=3.

donde S(x,q;&,1) satisface la ecuacién de Hamilton-Jacobi

8_S+ 9% 2—2/,tsin2—x~+,uecos sin x
dg | ox 2 s

obtenida al sustituir la expresion de las superficies asintdticas (2) en la
ecuacién H = 0, donde el hamiltoniano viene dado por (1). Al desarrollar
S en potencias de &

S=8,+€S, +€°S, ++

donde ya es conocido, se plantea completar en un paso mas la expresién
de S, mediante el calculo de , que ha de cumplir la ecuacién

@.1_4_2 /2,u sinfﬁ = [ cosgsin x.
oq 2 ox

Ahora bien, al resolver esta ecuacion lineal para S,, Poincaré llega a
expresiones diferentes segin se imponga que las superficies (2) sean
asintéticamente inestables o estables. Para que coincidan, hace falta que
el area que encierran sea nula. En la nueva memoria [36], Poincaré cal-
cula esta area y observa que es proporcional a
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e] +0(e?)

donde Jeomsech T Oe-mzm)

2 |

Como o es obviamente no nulo, Poincaré concluye que para € # 0 pero pe-
quefio, las variedades doblemente asintoticas no son cerradas. De hecho,
comprueba que las variedades asintoticas se cortan en una infinidad de pun-
tos, y con este resultado cierra practicamente su memoria [36, pag. 223].

@

7. Poincaré y el caos

Su memoria sobre el problema de tres cuerpos fue la base sobre la
cual se sustentd su famoso tratado sobre la mecanica celeste Les métho-
des nouvelles de la mécanique céleste, [37, 38, 39]. A lo largo de este tra-
tado, aparecen desarrollados los diversos temas de la memoria, frecuen-
temente con mucho mas detalle.

En particular, Poincaré lleva a cabo el calculo de las superficies
asintéticas en el segundo tomo. Asi, en [38, §225-§232] se dedica al cal-
culo analitico de la diferencia entre superficies asintoticas, obteniendo
formulas analogas a (4). Poincaré, ademas, recalca el hecho de que la ex-
presion obtenida en (4) es exponencialmente pequefia en el parametrop,
con lo que es un fendmeno que no se puede detectar simplemente desa-
rrollando en serie respecto a dicho parametro.

En el tercer tomo, que no aparece hasta 1899, es cuando Poincaré lla-
ma homoclinicas a las trayectorias doblemente asintéticas, y después de
comprobar que tipicamente aparecen una infinidad de ellas, hace el si-
guiente comentario [39, §397, pag. 389]:

Cuando se intenta representar la figura formada por estas dos curvas y sus
intersecciones en ntimero infinito donde cada una de ellas corresponde a una
solucién doblemente asintética, estas intersecciones forman un tipo de enre-
Jjado, de tejido, de red de mallas infinitamente finas; cada una de estas cur-
vas no puede volver a cortarse con ella misma, sino que tiene que plegarse so-
bre ella de una manera muy compleja para volver a cortar una infinidad de
veces todas las mallas del entramado.

La complejidad de esta figura es tan chocante, que ni siquiera intento dibu-
Jjarla: No hay nada mds apropiado para darnos una idea de la complicacion
del problema de tres cuerpos y en general de todos los problemas de la Dind-
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mica para los cuales no hay integral uniforme y donde las series de Bohlin
son divergentes.

Hay quien afirma que esta es la primera descripcion de lo que hoy en
dia se llama caos (véanse, por ejemplo, [13, pags. 40—41], asi como [26]),
porque ademas viene generado por la deteccién de trayectorias transver-
sales doblemente asintodticas.

Sin embargo, como prueba clara del avance de Poincaré respecto a sus
coetaneos, no hubo después de él una investigacion sobre este tipo de
comportamiento irregular (exceptuando, quizas, a Birkhoff). No fue has
ta mas de setenta afios después, con la entrada en escena de los ordena-
dores, que aparecio la posibilidad de la experimentacion numérica de mo-
delos que se aplicaban en diversos campos, con lo que comenz6 una nueva
ciencia multidisciplinar, denominada sistemas dindmicos por los ma-
tematicos, dindmica no lineal por los fisicos, y ciencia no lineal en gene-
ral por el resto de disciplinas, donde aparecen frecuentemente fenémenos
de tipo cadtico.

En particular, fue Lorenz en [21] quien descubri6 la existencia de de-
pendencia sensible respecto a condiciones iniciales que se daba en un mo-
delo simple de tres ecuaciones diferenciales, supuestamente pensado como
modelo atmosférico. Este fendmeno se popularizé més adelante como efec-
to mariposa, cuando Lorenz imparti6é en 1972 una conferencia en I’Ameri
can Association for the Advance of Science titulada Puede el aleteo de una
mariposa en Brasil provocar un tornado en Texas? (véase [16]).

Poco después, Stephen Smale [42] introdujo un modelo matematico
denominado la herradura de Smale donde se ponia de manifiesto la de-
pendencia sensible respecto a las condiciones iniciales, junto con la exis
tencia de una infinidad de érbitas peridédicas de tipo silla asi como de tra-
yectorias densas en el retrato de fases. Mas adelante Smale puso de
manifiesto que la escision de separatrices daba lugar en general a la exis
tencia de herraduras de Smale, y por tanto a la existencia de movimien-
to cadtico. Asi, aunque Poincaré no pudo seguramente detectar esta de-
pendencia sensible respecto a condiciones iniciales como movimiento
cadtico, si detecto como calcular la escisién de separatrices, y que ésta
origina un movimiento complicado, con lo que podemos considerar a
Poincaré como el «abuelo» de la ciencia no lineal.

También al mismo tiempo, el método de escision de separatrices de-
sarrollado por Poincaré durante el breve tiempo de correcciéon del error
en su memoria, fue redescubierto por Melnikov [22] y Arnold [3], dando
lugar a lo que se conoce como el método de Poincaré-Melnikov-Arnold o,
mas brevemente, como el método de Melnikov.
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De hecho, Arnold desarrolla en [3] el método de la escision de separa-
trices para detectar, en sistemas hamiltonianos con méas de dos grados de
libertad, la existencia de trayectorias que pueden escaparse una distan-
cia arbitrariamente grande. Este fendmeno se conoce como la difusion de
Arnold, y no podia darse en los hamiltonianos de dos grados de libertad
estudiados por Poincaré por argumentos topoldgicos. Aqui cabe también
destacar que los sistemas de mas de dos grados de libertad son mucho
mas complicados por la aparicién de los pequeiios divisores en los desa-
rrollos de las soluciones, un problema que no se resolviéo hasta que apa-
recio el teorema K.A.M. debido a Kolmogorov, Arnold y Moser [18, 2, 23].

Un fenémeno detectado por Poincaré, pero que no pudo tratarlo ade-
cuadamente, fue el de la escision de separatrices exponencialmente pe-
querias respecto al parametro de perturbacion (véase [1] para unos co-
mentarios recientes). Este fendmeno es muy importante porque también
aparece en la difusiéon de Arnold, pero no fue estudiado hasta casi cien
afos mas tarde.

Los primeros trabajos relacionados no aparecieron hasta 1984 cuan-
do Neishtadt [25] pudo ofrecer cotas superiores para la escision de sepa-
ratrices en hamiltonianos de dos grados de libertad, y sobre todo cuando
Lazutkin [19] introdujo su método basado en la parametrizacion de las
superficies asintéticas para valores complejos de las variables, para la
standard map definida sobre el plano.

Dichas cotas superiores para la escisidon exponencialmente pequena
fueron obtenidas para familias de difeomorfismos por Fontich y Simo6 en
[14]. Finalmente, la primera prueba sobre expresiones asintdticas para de
la existencia de escision de separatrices para sistemas como el estudiado
por Poincaré fue debida a Delshams y Seara [11, 12], y las ideas de Lazut-
kin sobre la aplicacion estandar fueron finalmente completadas por Gel
freich [15], quince afos después de la aparicion del articulo de Lazutkin.

Con respecto a sistemas con mas de dos grados de libertad, no ha sido
hasta muy recientemente que se han obtenido resultados sobre escision
de separatrices, debido a la dificultad anadida de que los pequefios divi-
sores aparecen en los exponentes de las expresiones exponencialmente
pequenas. Asi, los primeros resultados se deben a Sim6 [41] y Delshams
et al. [8] para hamiltonianos de un grado de libertad perturbados casi pe-
riodicamente, y actualmente ya se dispone de resultados rigurosos para
la escision exponencialmente pequefia de separatrices en Hamiltonianos
de n grados de libertad [20, 9, 10].

Aqui vale la pena recalcar que algunos de estos resultados, notable-
mente [20], han sido obtenidos gracias a una relectura de los trabajos de
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Poincaré, tanto de la memoria sobre los tres cuerpos [36], como de Les
méthodes nouvelles de la mécanique céleste [38, 39], con lo que nos en-
contramos con que pasados mas de cien anos de los trabajos de Poincaré
en ecuaciones diferenciales y la mecanica celeste, sus trabajos son atn
fuente de nuevas ideas actuales. Esto seria muy dificil de encontrar en la
obra de cualquier otro matematico.
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