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1. El teorema ergoédico en media para sistemas discretos

La teoria ergddica estudia las acciones de grupos de transformaciones
sobre espacios medibles. B.O. Koopman habia observado ya en 1931
que si (R, Y, W) es un espacio de probabilidad y 7 Q — Q una trans-
formaciéon p-medible que conserva la medida (es decir, tal que

@) THE) e Ty (i) W(THE) = WE)
para cada E € ), el hecho de que

Jir@e | due=[ 1ror | durior=[ 1ror | duw)
garantiza que el operador lineal U: L2 (uw) definido por

(UP(x) = fT(x)

para cada x € Q es isométrico, esto es, tal que ||Uf], = ||f||, para cada
fe LZ(M). Si ademads T es biyectiva y T conserva la medida (en cuyo
caso se dice T es una transformacion invertible que conserva la medida),
el operador U es unitario. Este hecho relaciona las transformaciones
que conservan la medida con los operadores unitarios en el espacio
de Hilbert L2 (). Incidentalmente, un resultado de Krylov y Bogoliubov
garantiza la existencia de medidas que se conservan bajo muchas clases
de transformaciones medibles 7. Este resultado afirma que si X es
un espacio métrico compacto y 7 X — X una aplicacién continua,
existe una probabilidad regular de Borel u tal que T' conserva pn. En
virtud de la observaciéon de Koopman, cabe suponer que para obtener
informaciéon sobre las propiedades de la transformacion T debemos
considerar las propiedades de los operadores unitarios en espacios de
Hilbert. En esta linea, von Neumann y Koopman obtuvieron en 1932
algunos resultados que ligaban propiedades geométricas de la trans-
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formaciéon T' con propiedades topoldgicas del espectro del operador U.
No obstante, la consecuencia méas importante de este planteamiento ge-
neral es el llamado teorema ergédico, que vamos a discutir seguidamente.

Dada una transformacion medible 7: Q — Q que conserva la medida,
los teoremas ergédicos describen el comportamiento, en casi todo punto
x € Q o en norma, de la media aritmética de una funcién medible
f: @ - R a lo largo de la 6rbita orb(x) = {T" (x): n € N} de x. En
un articulo publicado en 1932 von Neumann demostré el teorema er-
godico en media, que afirma que si U es un operador unitario en
Lz(u) yfe Lz(u), la sucesiéon de medias aritméticas

1 n-1
= 3
w2 U
donde U° f= f, converge bajo la norma de Lz(u) a una funcién f* €

Lz(u) tal que Uf*:= f* Expresado de otro modo, si 7' es una trans-
formacion invertible que conserva la medida, la sucesién de funciones

n-1
1 k
- YULF (1.1)
k=0
donde T%:=x, converge en media cuadrética a cierta funcién f*de médulo
al cuadrado integrable tal que f*oT:=f*. Una prueba de este resultado,
debida a Frigyes Riesz, es la siguiente. Consideremos el operador lineal
acotado S =7- Uen LZ(M) y los subespacios cerrados E=ImS y F=kerS.
Como (Sg, h)=0 si y sélo si (g, h-U*h) = (g, S*h) = 0, se deduce que
hlE si y sélo si U*h =h. Pero como U* = U™ por ser U unitario,
concluimos que hlE si y sélo si heF. De modo que ELF y, en con-
secuencia, L () = E®F. De aqui que si feL (1), existen geE y heF
con f = g + h. Dado €>0, escogemos @eL (u) tal que |g=S¢|, <¢ y
ponemos y=g—S@. De este modo
[ = So+h+y=0-Up+h+y
n-1
con ||¢|l,<¢ y heF. Por tanto, si definimos fn=%2 U,f para cada
. k=0
neN y sustituimos la expresion anterior de f, obtenemos

n-1 n-1 n-1

— _.1._ R oon _TT k+1 l k _ (‘p__—_l-_]_?_£8 _.1_ 3
fn—h+n§0(U(p U q))+n§0U y=ht +n/§U v,

de donde resulta

1 2
I, 2l < Hllo-Unal vl < Zol,+e
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En consecuencia f —h bajo la norma de L (u) y heF verifica que Uh=h.

2. El teorema ergddico en casi todo punto

George David Birkhoff establecié casi simultdneamente (de hecho,
su articulo aparecié antes que el de von Neumann, en 1931) el llamado
teorema ergddico en casi todo punto, que afirma que si feL Wy T
es una transformacién medible que conserva la medida, la sucesién
(1.1) converge en casi todo punto x€Q a una funcién f*eL (n) tal que
[foT~f* y se verifica que

f frduw =f fa .
Q Q
El limite puntual
f(x)=1lim %{f(x) + AT + ... + AT " x))}

se llama media temporal de f en x. Aunque los teoremas de Birkhoff
y von Neumann fueron obtenidos de manera independiente, el resultado
de von Neumann es una sencilla consecuencia del teorema de Birkhoff.
Si (Q,%,u) es un espacio de probabilidad, T: Q—Q una transformacion
medible que conserva la medida y EcY, es obvio que T%x)eE si y
sélo si x,(T*(x))=1. Puesto que
n-1
|, T),...., @) ) NE | =Y, %, (T (x)),
k=0

se deduce que la probabilidad de que alguno de los n primeros elementos

n-1
de la orbita de x esté contenido en E es igual a % 2 Xy (T (x)). Por

i=0

n-1
consiguiente, si existe, lim —’11— 2 Xg (T* (x)) representa la probabilidad
n—y0 i=0
n-1
de que orb(x) NE # ¢, y la media temporal f'(x)=1lim %Z X (T(x)) es
n—oco 20

una funcién medible que en cada punto x determina la probabilidad
de que la orbita del punto x intersecte a E. Para fsz, el teorema
ergodico de Birchoff se limita a afirmar que f* es realmente una funcién

de Ll(u) tal que ffoT~f* y que _[ fdu=pn(E). Este resultado puede
Q
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extenderse facilmente para funciones simples y, por densidad, para
cualquier funcién feL 1(u). Para probar el teorema de Birkhoff en el
caso particular de que f=y, se considera la sucesién de funciones
simples {f }, donde
n-1 n-1
f, (o): ——ZxE (T (x))--ZxT iy ®)

k=0 k=0

y las funciones f* (x) :Er.n_f x) y [, @) =lim fn (x). Puesto que
n-1

(f oT) (x) = lim = 2x (T4 () = Lim - Zx (T* (x)) =
n—oo /2—0 n—oeo k—-

= tim (= fn+1 - %XE(JC) ) =limf  ()=f )

n—eco n—eo

en cada punto er, resulta que f*oT'=f*. Se obtiene andlogamente

que f.0T=f.. ,
Para establecer que f ~f, se consideran los conjuntos medibles

EaB = {xeQ: f(x)<a, B<f(x)},

o, B € R, y se observa que
fxeQ: fx)<f(x)} = U B oB o peql

por lo que basta probar que u(E ) 0 si a<PB. Gracias a las ecuaciones
foT=f"y foT=f, se tiene

TYE,,) = (eQ: f(Tx)<q, p<f(T0) = B

Por otro lado, dado que
E op C weQ:inf supf x)>P) c (xeQ: supf(x)>[3|

k n<k n>1
N-1
sixeE , debe existir un NeN tal que > X%, (T* )) >N B, lo que implica
k=0
N-1
| x@@die>Np[ du
w0 E, E,
es decir,
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N-1
2_[ xT_h(E)du (x)>NB_[ du (2.1)
k=0 E..[s Eu|‘.
Pero como T"e(E'aﬁ)onq3 para cada keN, resulta
(. EaBI THE)=W(T™. EQBIE))=H( EaﬁfE)
y, en consecuencia,
N-1 n-1
ZJ. Xr“~(E)d“:2.|- XEdM:NJ‘ Xf};dl’L
k=0 E. " k=0 En[\ Eu[\
Luego, en virtud de (2.1), se obtiene
| xEdu>Bf du=PBu(E )
E E
Haciendo %, — £ a — - B, B — -a, es obvio que Eaﬁ - Eaﬁ de
donde ’
du<ou(E ).
J.E,H Xg GH < O (L o
De aqui que B“(Eaa) < J. xEdu < ocu(Eaﬂ), es decir, (oc—B)u(EaB)zO. Luego
E
si o<f, entonces M(EQB)=0. De manera que f ~f,, o bien
) N-1
feo)=lim ¥y (T* @) =limf, ()
n—e 1 =0 - n—seo !
en casi todo punto x€Q. Finalmente, para probar que f* € Ll(u) y
J. f duzf Xe du basta notar que
Q
¢ 1 n-1
[ fydu="3 wa@ @)=-un@
@ k=0
debido a que oT" = Xy Y WT*E))=w(E). Como f <1 para cada neN,
una aplicaciéon del teorema de la convergencia dominada lleva a que
| reodue=tim| fdu=p@E<e
Q n—e  Q
Respecto a la prueba del teorema ergdédico de von Neumann, dada
feL y e>0 se elige geL (W tal que ]]f—ge||2<i. Poniendo
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n-1

S (f)(x) 1 Zf (T* x), es facil notar que el hecho de que ||S (f)” <M]
k=0
implica

IS, =S, Dl, < IS, ®-S, &, +IS (gg—S BIIS, & )-S (&), <
< |IFg ll,+IS (g ,)-S (gg||2_ g IS, @&)-S,@)l,

por lo que basta demostrar que {S (g)} es una sucesion de Cauchy
en L (W) para que S (f) sea también una sucesién de Cauchy en
L (u) y que, por conS1gu1ente exista una funcién f*eL (W tal que
S (f)—)f bajo la norma de L (p,) El hecho de que { S (g )} es una sucesion
de Cauchy L, (1) en es una sencﬂla consecuencia del teorema de B1rkhoff
En efecto, por el teorema de Birkhoff existe una funcién medible g

tal que S (g)(x)—)g [(x) en casi todo punto x€Q.

Como |S (gg)(x)—g ) |? < |IS (g)-g" |l para casi todo punto x€Q,
se deduce que g eL ( W y que, por tanto,

1S (g)x)-g" ) |*< IS (g)-g" I,

en casi todo punto. Puesto que (Q,>,u) es un espacio de medida ﬁnita
el teorema de la convergencia dominada garantiza que S 1(g) — g en
L,(w), de modo que {S (g)/ es una sucesién de Cauchy en L (h).

Los sistemas en los que coinciden las medias temporales
n-1

lim o 2 f(T* (x)) y espaciales J. f(y)d u (y) se llaman ergédicos. Puede
n—oo 2=0

probarse que un sistema dinamico (Q,>,u,T), donde (,>,1) es un espacio
de probabilidad y 7" una transformacién medible que conserva la medida,
es ergodico si los tunicos elementos A de Y invariantes bajo T (es
decir, tales que T}A) = A) son los conjuntos de medida uno o de
medida cero. De hecho, si el sistema (Q,>,u,T) es ergédico, es posible
demostrar que la funcién f* del teorema de Birkhoff es constante en

casi todo punto, por lo que

f ) = IQ £ o duy) = IQ fy)d 1 ()

en casi todo x€Q. De modo que si el sistema (Q,>,u,7) es ergddico,
entonces
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n-1

m = I =] Fo)dne) (2.2)
en casi todo punto xeQ. Dkizc?ho de otro modo, si el sistema (Q,>,u,T)
es ergodico entonces .

wleg:lim - ST, @) =] FOIuGID=0,
Notemos que, en el ck:)so particular en que f=XE, la ec:i?ci()n (2.2)
afirma que, para casi todo punto x€Q, la probabilidad ilfi % > X (T* (x))
de que la 6rbita de x intersecte a E coincide con la mecﬁga

J #,0)dum=n®@
de E.

Si (A,2%v) denota el espacio de probabilidad A={0,1}, v(¢)=0, v(A)=1
y v({i}):l/z, O<i<l y Q := AN? es el conjunto de Cantor, Y la c-dlgebra
sobre Q generada por los n-cilindros

Cil,...,in[s

1,...,an] ={xe Q: xi1= € vy X; = en} =Ci1[€l] N ..M Cin[en]

n

para cada neN y w:=® v, la transformacion T : X—X definida por
i=0

)

se llama desplazamiento de Bernoulli y es un ejemplo de transformacién
ergodica.

T (xo, X, X, L) = (xl, Xyy oo X,

3. El teorema ergddico para sistemas dinamicos continuos

El teorema ergddico tiene su origen en la mecdnica estadistica. Si
consideramos un sistema de N puntos materiales moviéndose en una
regién del espacio euclideo tridimensional bajo la accién de fuerzas
conocidas, el estado x del sistema estéd determinado por las posiciones
g, e impulsos p. de cada una de las N particulas en el instante .
A medida que el tiempo avanza, el sistema evoluciona de acuerdo
con las ecuaciones diferenciales que gobiernan el movimiento, es decir,
las ecuaciones de Hamilton
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dg, 9H dp, 9H

dt api’ dt dg,
con condiciones iniciales qi(to):qi y pi(to)zpi » 1<i<3N. Si el hamiltoniano
H no depende explicitamente gel tiempo, entonces H coincide con la
energia total E del sistema y es, por tanto, una constante del movimiento,
es decir, H(g,p,) = E para cada ¢>t. Si, dadas las condiciones iniciales
qi(to), pi(to), 1=1,...,3N, las ecuaciones de Hamilton tienen una solucién
unica, dicha solucién corresponde a una curva (parametrizada por el
tiempo) en el llamado espacio de las fases PCR®Y, curva que representa
la historia del sistema mecanico. Si x=x(0) es un punto del espacio
de las fases que corresponde al estado de nuestro sistema en el instante
s=0y Tt(x) es el punto correspondiente a la evoluciéon del estado
del sistema en el instante ¢, entonces T es una transformacién del
espacio de las fases en si mismo definida por Tt(x) :=x(t) que tiene
las propiedades (1) T0=idq) y (i1) T =T, oT Asi pues, podemos considerar
{Tt : tzto} como un semigrupo continuo de transformaciones unipara-
métricas en ®. Ademads, puesto que el hamiltoniano es constante a
lo largo de la historia del sistema, se asume que cada hipersuperficie
Q de energia constante, digamos Q := HY(E), es globalmente invariante
bajo la accién de T, en el sentido de que T (Q)=(Q) para cada t>0.
En mecénica clasica tanto T, como los observables f del sistema
(la energia, el impulso y el momento angular), son funciones diferen-
ciables en la variedad Q. La mecdnica estadistica estudia el compor-
tamiento asintético de los observables f de un sistema (estados de
equilibrio), es decir, evalia medias temporales tales como

lim ]”(Ts (%)) ds
t—ee 0

Dado un sistema de muchas particulas, es objetivo de la mecénica
estadistica mostrar que este limite, llamado limite termodinamico, existe
y poder calcularlo. Ahora bien, para determinar la funcién t%Tt(x)
hay que resolver un sistema de 6N ecuaciones diferenciales (las ecua-
ciones de Hamilton), donde N vale tipicamente 10?3, Para evitar esto
Boltzmann supuso que, a medida que ¢ — +oo, cada punto x del espacio
de las fases recorre toda la region del mismo energéticamente accesible.
Esto es, que la trayectoria x(¢) = Tt(x), t>0, descrita por cada estado
inicial xe ® de energia E pasa por todos los puntos de la superficie
Q := H'Y(E) (hipétesis ergédica). De esta hipétesis dedujo Bolzmann el
teorema ergédico que lleva su nombre, a saber: que el valor medio
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temporal de la funcién ¢ — flx(¢)) coincide con el valor esperado (media
espacial) de f en la hipersuperficie Q, es decir,

lim = ff(T ) ds=] Fo)dn, ),

t—yo0
donde p, es la medlda (normahzada) de superficie correspondiente a
la hipersuperficie (compacta) Q de R®". Esta medida se llama medida
de Liouville. Si r es un nimero real positivo fijo y A un subconjunto
—medlble de Q, la hipétesis ergddica junto con el hecho de que T (Q)
= Q implican que u (7'~ -1 [(A)) =pn (A). En efecto, por el teorema ergodlco
de Bolzmann se cumple

lim f 1, (T.T () ds= J 1, (T @) du, (T (x)= f 1, ) di, )

t—oo

ya que T(Q) = Q. Pero, por otro lado, como
‘ 1
—f %, (T.T (x))ds —-JJOXA (TT @) ds=7 J; Xy gy (T, ) ds

una nueva aplicaciéon del teorema ergédico lleva a que

lim fx (T, ) ds =limy fx] @, @) ds—f X gy () i, ()

Por consiguiente las transformaciones T conservan la medida de
Liouville. Esta afirmacién constituye la tesis del Teorema de Liouville.
Vemos pues que las transformaciones que conservan la medida surgen
de manera natural en mecdnica estadistica como consecuencia de la
hipétesis ergédica.

Si @ denota el espacio de las fases de un sistema mecanico holénomo,
Q es una hipersuperficie de energia constante y f es un observable
del sistema, como se ha dicho antes fue a Koopman a quien se le
ocurri6 en 1931 considerar, en vez del proceso continuo x(s) — x(s+t),
el operador (U/f)(x(s))=(f oT )x(s)=Rx(s+t)) definido sobre funciones reales
continuas de cuadrado 1ntegrable respecto a la medida de Liouville M,
de Q. Como las funciones s— |f(x(s) |? y s— |flx(s+t))|? tienen la misma
integral sobre Q, el operador U, es isométrico en términos de la norma
de L JH,) Y admite un mverso U El operador U puede extenderse

entonces a un operador unitario en todo L (u Q) Puesto que (1) T, = id
y (i1) Tm = TtoTS se deduce que U0 id

Q
20 Y Ut+s Ut OUS lo que nos

permite aplicar el teorema de Stone y expresar cada operador unitario
Ut, -oo<t<oo, en la forma (integral de Lebesgue-Stieltjes)
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donde {E,: 1€ R}es una cierta familia espectral sobre la recta real.
Si ponemos

M () = % [ e ds
0

Mwhe=1] Wpeds=] Mend®re)

para cada f, g € L (uQ), entonces M(¢,A) — 8(X), donde &(A) =0 si

A£0 y 8(A)=1 si A=0. Si ponemos E(O)=E0—EO——=E0—limE}\y tenemos
A0

en cuenta la propiedad fundamental de la integral de Stieltjes

[ fdo=fia) l(a)-ota),

»
se obtiene
(EOY, g) = E 8 (V) d (EOY, )
para cada f,g € L (i ). Por tanto, usando la relacién
d(E f, MOF-EO) = (M ¢,0) -8 W) d (E )

y observando que <Exf’ N= <Eif, N= ||E}\f]|§‘, resulta la ecuacién

+o0

I M@©f-EOf 2= [ | M) - 8P dil E A >

—oo

Como |Mi; %) - 80)|<l para cada JeR y | dIEf12=(UfH=1F1%<e

el teorema de la convergencia dominada garantiza que

+00

I MOF-EQYIE=]  [M@t))-8W?| dIESfIZ—0

cuando f—e para cada feLZ(uQ). Dado que (M(t)f)(x) :t'{r (foTs)(x)ds,
0

se deduce
. 17
lim H? foT.ds—fl|2—>0,
t—reo 0 s
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donde f* = E(0)f. Como ademéas U f UEQ) = E0)f = [ gracias a que
E.E =E para - <i<0, concluimos que foT =f. Esta es la versién «con-
tmua» del teorema ergédico en media, que fue establecida por von
Neumann en su articulo de 1932.

Respecto a la versién «continua» del teorema de Birkhoff, notemos
que si consideramos un semigrupo continuo de transformaciones {T'; ¢ > 0}
en vez del semigrupo discreto {T".ne N } el andlogo «continuo» de
la ecuacién (2.2) es la ecuacién

Lim JJf(T(x))ds jf(y)du ), 3.1)

t—> + o0

verificindose la 1gualdad en U —casi todo punto xeQ. Este es pre-
cisamente el teorema ergéddico (en casi todo punto) de Boltzmann.
Este resultado fue establecido de hecho por Birkhoff en.su trabajo
de 1931, demostrando que si (2, Y, W) es un espacio de probabilidad,
{T t € R} es una familia de transformaciones p-medibles sobre Q
que conservan la medida y verifican que ToT T , bara cada t, se R
y feL (R)), el limite del lado izquierdo de 1a ecuac:ton anterior existe
para u—ca31 todo punto xeQ. Para que se verifique exactamente la
ecuacién (3.1) es condicién necesaria y suficiente que el sistema
sea métricamente transitivo, es decir, que los Unicos conjuntos in-
variantes A frente a {T:¢€ R } (esto es, tales que T “}(A)=A para
cada s>0) sean los que tienen medida cero o uno. Esta consideracién
suscita la interesante cuestién de si los sistemas fisicos son métri-
camente transitivos. La respuesta es negativa para la mayoria
de los sistemas de la mecdnica clasica, por lo que en tales sistemas
la no-ergodicidad parece ser la regla.
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